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СТРИНГЕРАМИ 
 

В работе рассматриваются задачи для упругой полуплоскости и беско-
нечной пластины, границы y=0 которых (в плоскости хоу) усилены стрин-
герами в виде тонких упругих накладок, состоящих из двух симметрично 
расположенных полубесконечных кусков и одного разделенного конечного 
куска. Здесь контакт между стрингерами и деформируемыми основаниями в 
конечном участке осуществляется через слой клея (с другими физико-
механическими и геометрическими характеристиками), а в полубесконеч-
ных участках имеет место жесткое сцепление. Задачи определения неизвест-
ных контактных напряжений сведены к системе интегродифференциальных 
уравнений на конечных интервалах при определенных граничных условиях, 
решение которой строится с помощью аппарата ортогональных многочленов 
Чебышева. Рассмотрены некоторые возможные частные случаи и выяснен 
характер поведения контактных напряжений. 

 
Для краткого изложения работы в основе постановки задачи в качестве 

деформируемого основания выбрана полуплоскость. По ходу ее решения 
приведены результаты для упругой бесконечной пластины по возможности с 
одинаковыми обозначениями. 

§1. Постановка задачи и вывод основных разрешающих функцио-
нальных уравнений. Пусть упругая полуплоскость (модуль упругости E , 
коэффициент Пуассона v ) усилена на границе 0y   (в плоскости хоу)  
стрингерами в виде тонких упругих накладок, состоящих из двух симметрич-
но расположенных полубесконечных кусков и одного разделенного конеч-
ного куска с модулями упругости 1E  и малыми толщинами h . Контакт 
между стрингерaми и деформируемыми основаниями при | |x a  осуществля-
ется через тонкий слой клея (модуль упругости kE , коэффициент Пуассона 

k  и толщина kh ), а при | |x b  они находятся в идеальном механическом 
контакте. Задача заключается в определении контактных напряжений, когда 
на краях стрингеров, т.е. в точках ,x b   x a  , приложены горизонтальные 
силы P , а в точках x c   – горизонтальные силы  Q c b a  .  
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Аналогичная задача при отсутствии слоя клея была рассмотрена в 
работе [1]. Контактные задачи для упругих бесконечных тел, усиленных 
конечными стрингерами через слой клея, рассмотрены в работах [2–6].  

Для стрингеров принимается модель контакта по линии, а для слоя клея 
– условия чистого сдвига, благодаря чему под стрингерами действуют только 
касательные контактные напряжения [2–6].  

Согласно вышепринятой модели, из условия равновесия элементов 
стрингеров и закона Гука получим уравнения равновесия стрингеров в 
следующем виде: 

                                          
2 (1)

2
1 1

( ) ( )d u x Q x c
E h E hdx

 
  ,                                        (1.1) 

(1)
0 1( / ) / ,x bdu dx P E h    x b    , 

                                            
2 (1)

2
1 1

( ) ( ) ,d u x Q x c
E h E hdx
  

                                       (1.2) 

(1)
0 1( / ) / ,x bdu dx P E h    b x   , 

                                                   
2 (1)

2
1

( )d u x
E hdx


 ,                                                   (1.3) 

 (1)
10

/ /
x a

du dx P E h
 

 ,  (1)
10

/ /
x a

du dx P E h
 

 , a x a   , 

которые с помощью обобщенных функций можно записать в виде двух 
уравнений: 

(1)
1 1

1 1 1

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]dU x x Q x c x c P x b x b
dx E h E h E h

         
   , x    , (1.4)  

(1)
0 0

1 1

( ) ( ) [ ( ) ( )]dU x x P x a x a
dx E h E h

    
  ,   x    .                        (1.5) 

Здесь  
 (1) (1)

1 ( ) ( ) ( ) /U x x b x b du dx      ,  (1) (1)
0 ( ) ( ) ( ) /U x x a x a du dx     , 

 1( ) ( ) ( ) ( )x x b x b x        ,      0 ( ) ( ) ( ) ( )x x a x a x       ,           (1.6) 

0 1( ) ( ) ( )x x x    ,                                                    

где (1) ( )u x  – горизонтальные перемещения точек стрингеров, ( )x  – интен-
сивность неизвестных касательных контактных напряжений,  x  – функция 
Хевисайда, ( )x  – ее производная. 

В дальнейшем для интегрального преобразования Фурье функции ( )f x  
будем пользоваться следующими обозначениями: 

 ( ) ( ) ( ) i xf F f x f x e dx




   ,    1 1( ) ( ) ( )
2

i xf x F f f e d  



 



     . 

Для части стрингера, находящегося на отрезке  ,à a , полагая, что 
каждый дифференциальный элемент слоя клея находится в условии чистого 
сдвига, будем иметь условие [2–6]  
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                                    (1) (2)( ) ( ,0) ( )u x u x k x  ,  à x à   ,             (1.7) 
которое в обобщенных функциях можно представить так: 
                                   (1) (2) *

0 0 0( ) ( ) ( )U x U x k x  ,  x    ,                       (1.7*) 

где  *
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x a x a x a         , ( )a  – значение ( )x  в точке 

x a  при нечетности ( )x , штрих означает дифференцирование по x , 

/k kk h G , / 2(1 )k k kG E   , (2) ( ,0)u x  – горизонтальные перемещения 
граничных точек деформируемого основания.  

С другой стороны, деформацию граничных точек упругой полуплос-
кости, когда на ее границе 0y   действуют только касательные напряжения с 
интенсивностью ( )x , в обобщенных функциях представим в виде 

                          
 (2)

0 1(2) ( ) ( )( ,0) 1( )
s sdu x U x ds

dx A s x
 








 

 .                        (1.8)  

Здесь  
(2) (2) (2)

1 0( ) ( ) ( ) ( )uU x U x U x G x   ,  (2) (2)
1 ( ) ( ) ( ) /U x x b x b du dx      , 

 (2) (2)
0 ( ) ( ) ( ) /U x x a x a du dx     , 

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )u uG x x b x a x a x b g x           , 

                     (2)( ) /ug x du dx , ( , ) ( , )x b a a b    , 22(1 )A E   .             (1.9) 
При решении задачи для бесконечной пластины, находящейся в 

условиях обобщенного плоского напряженного состояния (в предположении, 
что стрингеры расположены по линии 0y  ), в (1.8) следует A  заменить на 

*
14 / (1 )(3 )A Ed b     , где d  – толщина пластины, в (1.4) и (1.5) h  следует 

заменить площадями поперечных сечений стрингеров F ,  а в (1.7*) – k  на 
*

1/k k b , 1b  – ширина стрингеров. 
Для частей стрингеров при | |x b  условие контакта в обобщенных 

функциях будет иметь вид 
                                                        (1) (2)

1 1( ) ( )U x U x .                                      (1.10)  
Теперь, применив к (1.4), (1.8) и (1.10) обобщенные преобразования 

Фурье, а затем поступив  аналогичным образом с (1.5), (1.7*) и (1.8), получим 
два функциональных уравнения на действительной оси     , которые 
приводятся к одному уравнению 

              
2

1 0( | |) ( ) ( | | ) ( ) ( ) 2 sin
2 sin 2 sin 2 ( )cos , ,

ukÀ Ai G iQ c
i P b i P a i kA a a

            
       
      

      
  (1.11) 

где 1/A E h  ,   ( ) [ ( )]i iF x   ,  0,1i  .  
Для бесконечной пластины в (1.11)   следует заменить на 
*

1/A E F  , k на *k .  
Таким образом, поставленные задачи сведены к решению фукциональ-

ных уравнений типа (1.11). 
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§2. Решение функционального уравнения (1.11). Для этой цели 
представим его в следующем виде: 

                      
2

0 ( ) ( )
( ) ( ), ,

| | | |
ukA Ai G

g
    

   
   

     
 

              (2.1) 

a после обратного преобразования Фурье представим так: 

0( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( )
a

u
a

x kA K x s s ds A K x s G s ds g x 


 

       , x    . (2.2)                                  

Здесь 

 1( ) ( )K x F K  , 1( ) ( )x F        ,  1( ) ( )g x F g       ,    1( )
| |

K 
 




, 

                              1( )
2

i xiK x e d 
  






 
 , ( )( ) d xx

d x


   ,                      (2.3) 

( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )].

g x Q K x c K x c P K x b K x b
P K x a K x a kA a K x a K x a

 
 
        

        
 

Отметим, что ( )K x ~ ln(1 )x  при 0x   и ( )K x ~ 2x   при x  . 
Теперь, поскольку 0( ) ( )x x   при ( , )x a à  , а также ( ) 0x   при 

( , ) ( , )x b a a b    , ( ) 0uG x   при ( , ) ( , )x b a a b     и имеют место соотно-
шения ( ) ( )x x    , ( ) ( )u ug x g x  , то из (2.2) будем иметь: 

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )
a b

u
a a

x kA K x s s ds A K x s K x s g s ds g x 


           , ( , )x a à  ,  

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
b a

u
a a

A K x s K x s g s ds kA K x s s ds g x


          , ( , )x a b ,     (2.4) 

при условиях  

                                             ( ) 0
à

à
s ds



 ,   ( )
b

s ds Q P


  .                           (2.5) 

Таким образом, задачи сведены к решению системы интегродифферен-
циальных уравнений типа (2.4) при условиях (2.5). 

После решения системы (2.4) значения ( )x  при | |x b  будут опреде-
ляться из уравнения (2.2) при требовании | |x b . 

Отметим, что при отсутствии слоя клея, т.е. при  k=0, уравнения (2.2), 
(2.4) при условиях (2.5) преобразуются соответственно в уравнения 

                     1( ) ( ) ( ) ( )ux A K x s G s ds g x




   ,         x    ,              (2.2*) 

                1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )
b

u
a

x A K x s K x s g s ds g x       ,    ( , )x a à  ,       (2.4*) 

1[ ( ) ( )] ( ) ( )
b

u
a

A K x s K x s g s ds g x     ,       ( , )x a b , 
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где   1( ) ( )g x g x   при 0k  . 
При этом заметим, что в предельном случае, т.е. при стремлении 

концов стрингеров b a  и b a   , из уравнения (2.2*) непосредственно 
получим известное решение задачи Мелана с бесконечным стрингером в виде  

( ) [ ( ) ( )]x Q K x c K x c     ,   x    . 
Решение системы (2.4) при условиях (2.5) сведем к системе бесконеч-

ных систем алгебраических уравнений. Для этой цели заметим, что имеют 
место следующие представления: 

                                                 1
1 1( ) ln ( )

| |
K x R x

x 
  ,                                   (2.6) 

1 1 1( ) ( ) [sgn( ) sgn( )]
2

K x s K x s x s x s
s x s x



              

       

 2 2( ) ( )R x s R x s    , 
где 

2 2 1

1
1

( ) 1 1 1 | |( ) ( 1) ln 1 ,
(2 )! | | 2 2 2(2 1)!

n n
n

n

C x xR x C
n x n n

 
  





  
              

   

2 1 2

2
1

( ) 1 1 | | sgn( ) ( 1) ln 1
(2 1)! | | 2 1 2(2 )!

n n
n

n

x x xR x C
n x n n

 
 





  
           
  , 

C – постоянная Эйлера. 
Следовательно, систему (2.4) можно представить так: 

2

2 2

1 1 1(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ) ( ), ( , ), (2.7)

a a b

u
a a a

b

u
a

kA AkA x s ds kA R x s s ds g s ds
s x s x s x

A R x s R x s g s ds g x x a a

    
 



 

       
  

      

  



1 1( ) ( ) [sgn( ) sgn( )] ( )
2

b b b

u u u
a a a

A A Ag s ds g s ds x s x s g s ds
s x s x


 

     
       

 

2 2

2

1[ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ), , .

b a

u
a a

a

a

kAA R x s R x s g s ds s ds
s x

kA R x s s ds g x x a b

 


 





     


   

 


     

Теперь отметим, что из первого уравнения (2.7) легко получить, что 
( )x  в точках x a   имеет ограниченные значения [2–6]. Тогда решения 

системы (2.7) представим в виде: 

                      
2 2

2 1
1

( ) ( ) , [ , ]n
n

n

Xx a x xx a U x a a
a a n a

 





      
 

 ,             (2.8) 

                    
2 0

1( ) [ ( )], ( ) 1, ( , )
1 ( )

u n n
n

g x Y T h x h x x a b
h x




  


 ,            (2.9) 
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где ( ) (2 ) ( )h x x a b b a    , а ( ) cos( arccos )nT y n y , 0,1,2,...n  , – много-
члены Чебышева первого рода, 1( ) sin( arccos ) sin(arccos )nU x n x x  , 1,2,...n  , 

– многочлены Чебышева второго рода,   1n nX 


,   0n nY 


 – неизвестные коэф-

фициенты, подлежащие  определению. 
Отметим, что из (1.7) и (1.8) легко получить, что ( )ug x  и ( )x   в точках 

x a   имеют логарифмическую особенность.  
Подставляя выражения (2.8) и (2.9) в систему (2.7) и пользуясь 

соотношениями [6–11] 

2
1 1

0,
1 ( ) [ ( )] [ ( )] ( , ),( ) , 1,2,...

4

b

n m
a

n m
h x U h x U h x dx x a bb a n m 


   

 
  

         
2 1

0, 0[ ( )]1
[ ( )], 1,2,..., ( , ),( ) 1 ( )

b
n

a n

nT h s ds
U h x n x a bs x h s 


    

           (2.10) 

2

2

1 2

1 , 0
( ) 1[ ( )]1 ,

[ ( )]( ) 1 ( ) [ ( )] , 1,2,...,
( ) 1

b
n

a n
n

n
h xT h s

ds x b
T h xs x h s U h x n
h x




 
 

    
 

  

а также первым условием из (2.5), получим   

                

 

2
2 2

2 1 2 21 1

2
2 22 21

21

2 2

1 2

( )( ) ( ) 2

1 1 1 1 [ ( )]
1 ( )

[ ( ) ( )]

na
n

n n
n n a

a a

n n
na a

b

n n
n a

n

sT ds
XkA x aa x U X

kAa n a s x a s

R x sa sR x s ds X T ds
a aa s

Y T h s ds
k s x s x h s

Y R x s R x s
k
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0
2

0
2 2 12

1 [ ( )]
1 ( )

1 1 1

1 ( )

1[ ( ) ( )] ( ), ( , ),
1 ( )

b

n
n a

b

a

b

a

T h s ds
h s

Y ds
k s x s x h s

Y R x s R x s ds g x x a a
k h s












        

      


 





  (2.11) 

 1 21 0

[ ( )]1 1[ ( )]
1 ( )

b
n

n n n
n n a

T h s dsA Y U h x A Y
s x h s
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2
1

1

2 2 21

0 2 2 2

2 2
22 2 2 21 1

2

1 ( ) [ ( )]
4

1[ ( ) ( )] ( )
1 ( )

1[ ( ) ( )]
1 ( )

/ ( )

( ) (

n
n

n
b

n n
n a

b

a

a a
n

n n n
n na a

A b a Y h x U h x
n

A Y R x s R x s T h s ds
h s

A Y R x s R x s ds
h s

T s a ds R x skA sX kA X T ds
as x a s a s

kA a R
a





















 

  


  

    


    


     
   





 



  

2) ( ), ( , ),
a

a
x s ds g x x a b



  

  (2.12) 

где   
1

1( ) ( ) 1( ) ln
kAg x a a xg x x

kA a kA a x



  

   
  

,     

2
( )( ) ( ) ( ) lnkA a x ag x g x kA a
a x a




  


. 

Теперь, умножаем обе части (2.11) на    2 2
2 11 ma a x U x a  , а 

(2.12) – на 2
14 1 ( ) [ ( )] ( )mh x U h x A b a  , затем проинтегрировав в 

соответствующих интервалах, получим следующую систему бесконечных 
систем алгебраических уравнений: 

   (1) (1) (2) (2) (1) (1) (1)
, , , , 0

1
m m n m n n m n m n n m m m

n
X K R X K R Y Y R f





          ( 1,2,...m  ) (2.13)                                                                                   

   (3) (4) (5) (3) (4) (2) (2) (2)
, , , , , 0

1
( 1,2,...)m m n m n m n n m n m n n m m m

nn
Y K K K Y R R X Y R f m





           .(2.14) 

Здесь  
   

     
(1)

, 2 2 2 2

1 4 2 1

2 1 4 1 2 1 4
m n

a kA m
K

kA n m n m





 


       
   

  ( , 1,2,...)n m  , 

(1) 2 22
, 2 2 12 2

( )2 a a

m n n m
a a

R x s s xR T ds a x U dx
a a aa s


 

 

        
   

  , 

 

 

(2)
, 1 1 * 2

* 2 2
2 1 *2

*

( )1 [ ( )] [ ( )]
( ) 1

( )
, ( ) ( ),

( ) 1

a
n

m n n n
a

n
m

T h x
K U h x U h x

k a h x

T h x x            + a x U dx h x h x
ah x

  




   


         


 

 (2) 2 2
, 2 2 2 12

( )
[ ( ) ( )] ,

1 ( )

a b
n

m n m
a a

T h s xR R x s R x s ds a x U dx
k a ah s
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(1) 2 2
2 2 2 12 2

*

1 1 1( ) ( )] ,
( ) 1 1 ( )

a b

m m
a a

xR x s R x s ds a x U dx
k a ah x h s

 
 



                 
    

(1) 2 2
2 2 12

( ) ( )
a a

m m
a a

a xR R x s ds a x U dx
aa


 

 

     
 

  , 

(1) 2 2 (2) 2
1 2 1 2 1

1 4( ) , ( ) 1 ( ) [ ( )] ,
( )

a b

m m m m
a a

xf g x a x U dx f g x h x U h x dx
a a A b a  


       
 

 
     

2
(3) 2

, * * 12
*

14 1 [ ( )] ,
( ) 1

b n

m n m
a

h x
K h x h x U h x dx

a b h x 

         

     

   
 4 4

, ,2 22 2

2 1 1
, 1, 0, 1,

1 1

n m

m n m n

ma b
K n m K n m

n m n m




         
         

 

      (5) 22 2
, 12

[ ( ) ( )] [ ( )]4 1 ( ) [ ( )]
( ) 1 ( )

b b
n

m n m
a a

R x s R x s T h s dsK h x U h x dx
b a h s


 

  
 

 
   

 22
1(3)

, 2 2 2 2 2

1 ( )8 ,
( ) ( )

n b
m

m n na

h x U h x dxkaR
b a x a x x a

    
   

  

(4) 22
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Система уравнений (2.13)–(2.14) исследуется аналогично системам из 
[8–10]. Оказывается, что при произвольных значениях   эта система квази-
вполне регулярна. Постоянная 0Y  определяется из второго условия (2.5). 
После определения nX  ( 1,2,3...)n   и nY  ( 0,1,2,...)n   значения ( )x  при 
x b  будут определяться так: 
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Значение ( )x  в точке a  получим из уравнения (2.2), подставляя в него 

x a . Из (2.3) и (2.6) следует, что ( )x  в точках x c   имеет 
логарифмическую особенность. 
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². ì. øºðà´Ú²Ü 
 

Ø²ê²Ø´  êàêÜÒì²Ì  êîðÆÜ¶ºðÜºðàì  àôÄºÔ²òì²Ì 
²è²Ò¶²Î²Ü  ÎÆê²Ð²ðÂàôÂÚ²Ü  ºì  ²Üìºðæ  ê²ÈÆ  Ð²Ø²ð 

ÎàÜî²Îî²ÚÆÜ  ÊÜ¸ÆðÜºð 
 

²Ù ÷á ÷á õÙ  
 

¸Çï³ñÏí³Í »Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ ³é³Ó·³Ï³Ý ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ³Ýí»ñç 
ë³ÉÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝó 0y   »½ñ»ñÁ (xoy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç) áõÅ»Õ³óí³Í »Ý 
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³é³Ó·³Ï³Ý ëïñÇÝ·»ñÝ»ñáí` ³é³Ó·³Ï³Ý í»ñ³¹ÇñÝ»ñÇ ï»ëùáí: êïñÇÝ-
·»ñÝ»ñÁ µ³ÕÏ³ó³Í »Ý »ñÏáõ ëÇÙ»ïñÇÏ ¹³ë³íáñí³Í ÏÇë³³Ýí»ñç Ïïáñ-
Ý»ñÇó ¨ Ù»Ï ³é³ÝÓÝ³óí³Í í»ñç³íáñ ÏïáñÇó: ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ í»ñç³íáñ 
ï»Õ³Ù³ëáõÙ ÏáÝï³Ïï³ÛÇÝ ÓáË³½¹»óáõÃÛáõÝÁ Çñ³·áñÍíáõÙ ¿ ³ÛÉ ýÇ½ÇÏ³-
Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ áõÝ»óáÕ ëáëÝÓÇ ß»ñïÇ ÙÇçáóáí, ÇëÏ 
ÏÇë³³Ýí»ñç ï»Õ³Ù³ë»ñáõÙ Çñ³·áñÍí³Í ¿ Ç¹»³É³Ï³Ý Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý 
ÏáÝï³ÏïÇ íÇ×³Ï: ²ÝÑ³Ûï ÏáÝï³Ïï³ÛÇÝ É³ñáõÙÝ»ñÇ áñáßÙ³Ý ËÝ¹ÇñÁ 
µ»ñí³Í ¿ í»ñç³íáñ Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ ÇÝï»·ñá¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙ-
Ý»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç, áñÇ ÉáõÍáõÙÁ Ï³éáõóí³Í ¿ â»µÇß¨Ç ûñÃá·áÝ³É 
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³å³ñ³ïÇ ÏÇñ³éÙ³Ùµ: ¸Çï³ñÏí³Í »Ý ÑÝ³ñ³íáñ 
Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñ ¨ Ñ»ï³½áïí³Í ¿ ÏáÝï³Ïï³ÛÇÝ É³ñáõÙÝ»ñÇ µÝáõÛÃÁ:   
 
 

 
A. V. KEROBYAN 

 
CONTACT  PROBLEMS  FOR  THE  ELASTIC  HALF-PLANE  AND  THE  

INFINITE  PLATE  WHICH  ARE  STRENGTHENED  TO  PARTIALLY 
GLUED   STRINGERS 

 
S u mma r y  

 
This work considers contact problems for elastic half-plane and the infinite 

plate the boundary of which 0y   (in plane xoy) is strengthened by elastic 
stringers (overlays) which consist of two semi infinite parts  and one separate finite 
part. It is supposed that contact interaction in finite part is realized by a thin layer 
of glue (another physicomechanical characteristic) and stringers are deformed 
under the action of horizontal forces. Using generalized Fourier transforms the 
determinational problem of unknown contact stresses is reduced to the system of 
singular integrodifferential equations with Cauchy’s Kernel within the finite 
intervals. The solution is constructed using  Chebishev polynomials. The particular 
cases are considered and the character of the change contact stresses are illustrated  
in different contact parts. 
 


