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О  СУБНОРМАЛЬНОСТИ  В  БАНАХОВОЙ  АЛГЕБРЕ 
 

В настоящей работе доказывается асимптотический вариант классиче-
ской теоремы фон Неймана–Фугледе–Путнама для субнормальных элемен-
тов комплексной банаховой алгебры в широком классе топологий, заданных 
на  данной алгебре. 

 
Введение. Классическая теорема фон Неймана–Фугледе–Путнама уста-

навливает, что если пара нормальных операторов ( )BL HN , ( )BL KM , 
действующих соответственно в комплексных гильбертовых пространствах 

H  и K , таковы, что T TM N для некоторого ( )T BL , H K , то * *T TM N . 
Данный результат, широко применяющийся в спектральной теории и 

теории аппроксимаций, имеет многочисленные обобщения (см. [1–8]). С 
другой  стороны,  в  [9]  показано,  что  если a , b , x  – элементы  комплекс-
ной банаховой алгебры A  с единицей, причем [ , ] 0a b ab ba   , 

1/2|| exp( ) || (| | )ita o t , 1/2|| exp( ) || (| | )itb o t  при | |t  , tR , и  , 0a ib x  , 
то  , 0a ib x  .  

Отметим, что данный результат является точным (см. [10]), т.е. условие 
1/2(| | )o t нельзя заменить на 1/2(| | )O t . 

В  настоящей  работе  продолжается  исследование  в  контексте  работ 
[9, 10] для субнормальных элементов в комплексной банаховой алгебре. 

1. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей (предпола-
гается, что || || 11  и || || || || || ||xy x y   для всех ,x y A ). C -линейный функ-
ционал : A C  называется состоянием, если || || ( ) 1  1 . Множество  

всех состояний ( )st A  составляет ( , )*A A -компактное, выпуклое подмно-
жество сопряженного пространства *A . Множество  ( ) ( ) : ( )AV a a st A    
называется алгебраическим числовым образом элемента a A , который 
является выпуклым компактом в C .  
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Напомним, что комплексная банахова алгебра B  называется бана-
ховым  расширением  для  банаховой  алгебры A ,  если  A   является под-
алгеброй алгебры B , единичный элемент A1  является единичным эле-
ментом для B  и сужение нормы B  на алгебре A  эквивалентно норме в 
алгебре A . Так как отображение сужения A   есть отображение ( )st B  на 

( )st A  (в силу теоремы Хана–Банаха), то для каждого элемента a A  имеем 
( ) ( )A BV a V a . Отметим, что элемент Ah  называется квазиэрмитовым, если 

1/2exp( ) (| | )it o th  при | |t  , tR . В случае когда || exp( ) || 1it h  для всех 
tR , элемент h  называется эрмитовым. Условие эрмитовости элемента h  
равносильно условию )V( h R  [11]. Множество всех эрмитовых элементов 

( )AH  есть замкнутое R -линейное подпространство в алгебре A . Элемент 
a A  называется эрмитовразложимым, если он допускает представление 
a i h k , где ( )A, h k H . Заметим, что такое представление единственно, 
если оно существует. Совокупность всех эрмитовразложимых элементов 
алгебры A  обозначается через ( )ACH , что есть замкнутое C -линейное 
подпространство в A . 

Если элемент a i h k  и [ ] 0, h k , где , Ah k  есть квазиэрмитовы 
элементы, то a  называтеся квазинормальным, а если элементы ( ), Ah k H , 
то элемент a  называется нормальным. 

Элемент a A  назовем субквазинормальным, если существует такое 
банахово расширение B  алгебры A , где элемент a  является квази-
нормальным, т.е. существует элемент b B  такой, что [ , ] 0a b   и 

1/2|| exp( ) || (| | )Ba b o     при | |  , C . Если || exp( ) || 1Ba b    для 
всех C , то элемент a  назовем субнормальным. Элемент Аh  назовем 
субэрмитовым, если существует такое банахово расширение B  алгебры A , 
что ( )Bh H . 

Нетрудно видеть, что для субэрмитова элемента h  его спектральный 
радиус эквивалентен норме. 

Хорошо известно [11], что для любого элемента a A  спектр 
( ) ( )sp a V a , поэтому его выпуклая оболочка ( ) ( )sp a V a . Вместе с тем, 

если элемент a A  нормален, то ( ) ( )sp a V a . 
Т ео р е ма  1 . Пусть a A  – субнормальный элемент, тогда 

( ) ( )sp a V a . 
Доказательство. Так как элемент a A  является субнормальным, то 

( ) ( )B Asp a sp a  и, более того,  ( ) ( )А B j
j

sp a sp a W
 

  
 

  , где jW  – некоторые 

ограниченные компоненты \ ( )Bsp aC . Отсюда следует, что 
( ) ( ) ( )B A Asp a sp a V a  . Но так как ( ) ( )A BV a V a  и ( ) ( )B BV a sp a , то 
( ) ( )A Asp a V a . 

Теорема доказана. 
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Отметим, что если элемент a A  субнормален и a i h k , то 
( ( ) \ ( ))a A B A C CH H . 

Т ео р е ма  2 .  Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
1 2,а а А  – субквазинормальные элементы. Тогда для 0   и 0R   

существует 0   такое, что если для x A  с || ||x R  и 1 2|| ||Aa x xa   , то 

1 2|| ||Bb x xb   , где B  – банахово расширение алгебры A , содержащее 
элементы 1b , 2b . 

Доказательство.  Не  ограничивая  общность,  можем  считать,  что 
1|| ||a , 2|| || 1a   и 1|| ||Bb , 2|| || 1Bb  , 1R  . Пусть элемент x A , || ||x R  и 

1 2|| ||Aa x xa   . Так как при каждом натуральном p , q   1 2
p qa xa A , то в 

силу индукции 1 2|| ||k k
Aa x xa k   при каждом натуральном k . 

Тогда для каждого C  1 2
1 2

0 !

k
a a k k

Ak
e x xe a x xa e

k
  

 



    . 

Рассмотрим B -значную целую функцию 1 2( ) b bF e xe   . Так как 

 1 1 2 2 2 4b a a a b

B
e e x xe e e e              и 

 1 1 2 2 1 1 2 2 2( ) b a a b b a a a bF e xe e e x xe e e                  , 

то     4( ) BF o e        . 
В силу интегральной формулы Коши 

2
1 ( )(0)

2
FF d

i
 

 
  



, 

где   – замкнутая жордановая кривая, внутри которой находится начало 
координат. Выбирая вместо   окружность r  радиуса r  с центром в начале 
координат, получим  

4( )|| (0) || r
B

o rF e
r

   . 

Таким образом, если для  0   выбрать r  таким, что ( )
2

o r
r


  и 

4

2
re  , то при    имеем 1 2|| ||Bb x xb   .  

Теорема доказана. 
Следствие 1. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и  

1 2,a a A  – субквазинормальные элементы. Если для некоторого элемента 
x A  1 2a x xa , то 1 2b x xb . 

Следствие 2. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
1 2,a a A  – субнормальные элементы. Если для некоторого элемента x A  

1 2a x xa , то 1 2b x xb . 
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Следствие 3. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
1 2,a a A  – субнормальные элементы. Если для некоторого элемента x A  

1 2a x xb , то 1 2b x xa . 
Теперь рассмотрим топологический вариант вышеуказанных резуль-

татов для широкого класса топологий, заданных на комплексной банаховой 
алгебре. 

Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и B  – некоторое 
ее банахово расширение. Пусть Y – пространство C -линейных непрерывных 

функционалов, разделяющее элементы алгебры B  (т.е. *Y B ). В этом слу-
чае говорят, что ,B Y  – дуальная пара. Напомним (см. [12]), что простран-
ство Y  называлось B -инвариантным, если для каждого функционала Y  и 
произвольных элементов ,a b B  функционал ,a b Y  , где , ( ) ( )a b x axb  . 

При этом дуальная пара ,B Y  будет называться B -инвариантом. 
На алгебре B  вместе с исходной рассмотрим также Y -слабую тополо-

гию ( , )B Y , т.е. слабейшую топологию на B , в которой все функционалы из 
Y  и только они непрерывны. 

На алгебре B  рассмотрим также топологию равномерной сходимости 
на ( , )Y B -ограниченных подмножествах Y , которую обозначим через 

( , )B Y . Пусть ( , )Y B  – класс всех ( , )Y B -ограниченных подмножеств Y . 
Отметим, что ( , )B Y  – локально выпуклая топология на B , которая порож-
дается семейством полунорм  KP , ( , )K Y B , где ( ) sup ( )K

K
P x x





 , при-

чем база окрестностей нуля задается множеством вида 

1
( , , ; ) : sup | ( ) | , ( , ); 1, ,

m p
pK

U U K K x B x K Y B p m


  


   


        
  

  . 

Т ео р е ма  3 .  Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
1 2,a a A  – субквазинормальные элементы. Пусть ,B Y  есть B -инвариант-

ная дуальная пара и ( , )B Y  – локально-выпуклая топология на B , согла-
сованная с двойственностью ,B Y , где B  – некоторое банахово расширение 
алгебры A , содержащее элементы 1 2,b b . Тогда для каждой окрестности нуля 
U  в топологии ( , )B Y  существует такая окрестность нуля V  (в той же топо-
логии), что из условий x A , || || 1x   и 1 2a x xa V   следует 1 2b x xb U  . 

Доказательство. Так как 
p

K  есть ( , )Y B -ограниченные множества в 

Y , то существует такое 0M  , что для всех 
1

p

m

p
K


  || || M  . Можно 

считать, не ограничивая общности, что || || 1ja  , || || 1jb  , где 1, 2j  . Пусть 

1,2
( ) max max || ||j ja b

Bj r
r e 


 

 
 . Ввиду того, что ( ) ( )r o r  , для каждого 0   

найдется 0r   такое, что 
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2{[ ( ) 1] 1}M r
r

  
 . 

Пусть  :| |r r   C . Выберем натуральное число n  таким, что 

r

nk

k
e

k
r 






1 !

.  Рассмотрим окрестность нуля 

1
( , , ; ) : sup | ( ) | , ( , ); 1, ,

m p
pK

U U K K x B x где K y B p m


  


   


        
  

  . 

Пусть ( ) exp( )j jh b  , где 1, 2j  . Тогда ( )jh   – равномерно-непрерывные 
функции от   на r  со значениями в B . Поэтому существует такое конечное 
множество rF  , что для каждого r  при подходящем  F  

1 1 2 2|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) || r
B Bh h h h e          . 

Пусть rM e
r

   и  

  1
1 2: sup ; , 0, ; 0, , ; 1, ,k l lV y A a ya l k k n p m            F , 

где  2 21( ) ( )b abz e ze  
    , а 

1
p

m

p
K


 . В силу B -инвариантности дуаль-

ной пары ,B Y  функционал Y  . Пусть x A , || || 1x   и 1 2a x xa V  . Для 

1
p

m

p
K


  рассмотрим целую функцию 1 2( ) ( ( ) ( ))f h xh      . Так как 

|| ( ) || r
j Bh e  , то для , r   , где  F , имеем  

1 1 2 2|| ( ) ( ) || || ||{|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) || } r
B B Bf f h h h h e M               ,  

откуда    Mff
r

 F :)(max . Нетрудно видеть, что для  F  

 
1

2 1
1 1 2 2

0 0
| ( ) | || ||[ ( ) 2 ( )] ( )

!

kn k
k l l

k l

rf r r a a x xa a
k     


 

 

     
 

   . 

Так как 1 2a x xa V  , то   
1

1
1 1 2 2

0

k
k l l

l
a a x xa a k 


 


   , откуда 

2| ( ) | [ ( ) 1]f M r    . В итоге имеем, что 2sup || || {[ ( ) 1] 1}
p

r
K

f M r








   , где 

1, ,p m  . В силу формулы Коши 
2

( )1(0)
2

r

f
f d

i







 
  



, имеем 

2{[ ( ) 1] 1}sup | (0) |
pK

M rf
r







   , где 1, ,p m   

Но  так  как 1 2(0) ( )f b x xb    ,  то  получаем,  что 1 2sup | ( ) |
p

K
b x xb


 


  ,  где  
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1, ,p m  , т.е. 1 2b x xb U  .  
Теорема доказана. 
Пусть ,B Y  – дуальная пара и æ ( , )B Y  – локально-выпуклая топология 

на B , согласованная с двойственностью ,B Y . Другими словами, топологи-
чески сопряженное ( ; æ( , ))B B Y  совпадает с Y . 

Т ео р е ма  4 .  Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
1 2,a a A  – субквазинормальные элементы. Пусть ,B Y  есть B -инвариант-

ная дуальная пара и æ( , )B Y  – локально-выпуклая топология на B , согласо-
ванная с двойственностью ,B Y , где B  – некоторое банахово расширение 
алгебры A , содержащее элементы 1b , 2b . Тогда для каждой окрестности нуля 
U  в топологии æ( , )B Y  существует такая окрестность нуля V  (в той же топо-
логии), что из условий x A , || || 1x   и 1 2a x xa V   следует 1 2b x xb V  . 

Доказательство теоремы 4 следует из теоремы 3 и теоремы о биполяре 
(см. [12], стр. 160–162), согласно которым топология æ ( , )B Y  согласована с 
двойственностью ,B Y , т.е. является топологией равномерной сходимости 
на классе æ-равностепенно-непрерывных подмножеств Y . В силу теоремы 
Хана–Банаха æ ( , )B Y  состоит в точности из множеств относительно 
компактных в топологии ( , )Y B . 

В случае когда *Y B , *,B B  есть B -инвариантная дуальная пара, мы 
имеем 

Следствие 4. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 

1 2,a a A  – субквазинормальные элементы. Пусть *æ( , )B B  – локально-

выпуклая топология на B , согласованная с двойственностью *,B B , где B  

– некоторое банахово расширение алгебры A , содержащее элементы 1b , 2b . 
Тогда для каждой окрестности нуля U  в топологии *æ( , )B B  существует 
такая окрестность нуля V  (в той же топологии), что из условий x A , 1x   
и 1 2a x xa V   следует 1 2b x xb U  . 

2. Будем говорить, что элемент a A  принадлежит классу ( )SGr A , 
если существует такое банахово расширение B  алгебры A  и в нем элемент 
b B , что 1/2max{|| || ;|| || } (| | )b a a b

B Be e e e o        при | |  , C . 
Т ео р е ма  5 .  Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 

элемент ( )a SGr A . Если элемент x A  такой, что [ , ] 0a x  , то [ , ] 0b x  . 
Доказательство. Пусть ( )st B . Рассмотрим функцию 

( , ) ( )b a a b
xF e e xe e        . Так как ( [ , ] )b a a bxF e e a x e e   


 




 и [ , ] 0a x  , 

то 0xF






, т.е. ( , )xF    не зависит от   и, следовательно, есть целая 
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функция по  . Этот факт следует также из того, что если [ , ] 0a x  , то 
a ax e xe  , и поэтому 

( , ) ( ) ( )b b
x xF f e xe       . 

Так как | ( ) | || || || || || || (| |)b a a b
x B Bf x e e e e o          при | |  , C , то в 

силу теоремы Лиувилля ( ) (0)x xf f  . Но тогда 0 ( [ , ] )b bxf e b x e 



  


, 

откуда ([ , ]) 0b x   и [ , ] 0b x  .  
Теорема доказана. 
Следствие 5. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 

элемент ( ) ( )a SGr A H B C . Если элемент x A  такой, что [ , ] 0a x  , то 
[ , ] 0a x  . 

Т ео р е ма  6 .  Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 
элемент ( )a SGr A . Если элемент x A  такой, что ax xb , то bx xa . 

Доказательство. Пусть ( )st B . Рассмотрим, как и выше, функцию 

( , ) ( )b a b a
xG e e xe e        . 

Из аналогичных рассуждений (см. теорему 5) имеем, что 0xG






. Поэтому 

функция ( ) ( , ) ( )b a
x xg G e xe        есть целая функция по   и из 

условий ax xb  и ( )a SGr A  следует, что bx xa .  
Теорема доказана. 
Следствие 6. Пусть A  – комплексная банахова алгебра с единицей и 

( ) ( )a SGr A H B C . Если элемент x A  такой, что ax xa , то a x xa  . 
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In this paper von Neumann–Fuglede–Putnam’s asymptotic theorem is 
proved for subnormal elements in complex Banach algebra in topology of wide 
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