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ГАРМОНИЧЕСКИХ  ФУНКЦИЙ 

 
В статье получено параметрическое представление для гильбертова 

пространства 2 ( )b B  функций, гармонических в единичном шаре nB  R .  
 

Введение.   Пусть  { : 1}nB x x   R  – открытый единичный шар в 
n -мерном евклидовом пространстве nR .  Для заданного ( 1 )    
рассмотрим меру 2( ) (1 ) ( )dV x x dV x

       где ( )dV x  – элемент объема в 
nR . Обозначим через ( )mZ    зональную гармонику порядка m  с полюсом 

 .  
В работе [1] введены банаховы пространства ( )p pb B b   функций ( )u x , 

гармонических в  B  и имеющих конечную норму 
1/

( ) ( ) 0 1
p

p
p

B
u u x dV x p

 
       
 
  

Далее,  для функций  ( )pu b B  получено интегральное представление 
( ) ( ) ( ) ( ),

B
u x u y R x y dV y    где   

           
0

2 ( / 2 1)( ) ( )
( ) ( / 2 ) ( 1) m

m

n mR x y Z x y
nV B n m

 
  





  
  

 
                       (1) 

– воспроизводящее ядро.  С использованием этого ядра в данной работе 
строится параметрическое представление для гильбертова пространства 

2 ( )b B . 
Предварительные леммы.  Пусть  ( ) ( )ru x u rx  – r-растяжение 

функции  ( )u x . Для 1 p    через ( )ph B  обозначим гармоническое 
пространство Харди, т.е.  пространство функций ( )u x , гармонических в B ,  
для которых  

0 1
|| || sup || ||p r ph

r
u u
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Лемма 1. Пусть функция ( )f x  гармонична в единичном шаре B  и  

0
( ) ( )k

k
f x p x




  – ее разложение на однородные гармонические полиномы. В 

этом случае 2 ( )f h B  тогда и только тогда, когда  2
2

( )
0

k L S
k

p



   

Доказательство.  Для фиксированного (0 1)r   будем иметь  

2
2 2

( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r k jL S
k jS S

f f d p r r dp      
 

 

      
  
    

         2

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kj

k j kS S
p r r d p r dp      

  

  
       

где последнее равенство справедливо в силу ортогональности сферических 
гармоник разных степеней. Перейдя к пределу при 1r  , получим  

2 2
22

( )
0

|| || kh L S
k

f p



     

Лемма доказана. 

Лемма 2.   Пусть функция ( )u x  гармонична в B  и пусть 
0

( ) ( )k
k

u x u x



   

– ее однородное разложение. Для того чтобы функция  ( )u x  принадлежала 
пространству  2 ( )b B , необходимо и достаточно условие  

                               2
2

( )
0

( / 2 )
( / 2 1 ) k L S

k

n k u
n k


 






 

  
                          (2) 

Доказательство.  Для любого (0 1)r   имеем  
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k s
k s S

r
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k
k

u y dV y u y y dV y

nV B d u du

nV B d u dp

nV B t dt u dt
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Учитывая, что  

2

1
1

0

( / 2 ) ( 1)(1 )
( / 2 1 )

n k n kt t dt
n k

   
 

   
  

    

и перейдя к пределу при 1 0r   , получим  

2
22 2

2 ( )
0

( ) ( 1) ( / 2 )( ) ( ) ,
2 ( / 2 1 ) k L S

kB

nV B n ku u y dV y u
n k

  
 






 
 

  
  

откуда и следует утверждение леммы. 
Ниже приведем некоторые известные сведения из теории 
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гармонических функций, которые можно найти, например, в книге [2].  Пусть 
( )n

mH R – множество всех комплексозначных однородных гармонических 
полиномов степени m  в пространстве nR ; ( )mH S – множество всех 
сферических гармоник степени m , т. е. сужений функций из ( )n

mH R  на 
сферу S .  Гильбертово пространство  2 ( )L S   разлагается  в  прямую  сумму  
подпространств ( )mH S , т. е. 2

0( ) ( )mmL S H S
 . Это означает следующее:  

а) ( )mH S  является замкнутым подпространством 2 ( )L S ; 
б) ( )mH S  ортогональна к ( )kH S , если m k ;  
в) для каждой функции 2 ( )u L S  существуют ( )m mu H S  такие, что  

                                             
0

m
k

u u



                                                     (3) 

где ряд сходится по норме 2 ( )L S .  

Лемма 3.  Пусть функция 2 ( )f L S  и 
0

m
m

f p



   – ее разложение на 

сферические гармоники, аналогичное разложению (3). Тогда для 
гармонических полиномов ( )mp x  справедливы формулы  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) 0 1m m
S

p x f Z x d m …                                  (4) 

Доказательство. Для всякой фиксированной точки x r  ( 0r S   ) 
имеем  

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m

m m m m k m
kS

p x r p r p Z d r p Z d          




       
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m
m m

S S
r f Z d f Z x d               

Здесь третье равенство следует из ортогональности сферических гармоник 
разных степеней.   

Изоморфизм между 2
αb  и 2h . 

Т ео р е ма  1 .  Пусть 2 ( )u b B  и  
1

22

1
1

0
( ) ( ) .1

n
f x u tx t dtt

   Тогда 

2 ( )f h B  и  1
2

( )( ) ( ) ( ) ( ).
2 S

nV Bu x f R x d      

Доказательство. Пусть 
0

( ) ( )k
k

u x u x



  – соответствующее однородное 

разложение. Тогда  
1

2 2

1
1

0 0 00

( / 2 ) ( / 2 1 / 2)( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
( / 2 / 2 1/ 2 )

n k
k k k

k k k

n kf x u x t t dt u x p x
n k

   
 

  
 

  

 
    

  
    

где  
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                        ( / 2 ) ( / 2 1 / 2)( ) ( )
( / 2 / 2 1 / 2 )k k
n kp x u x
n k

  
 

 
 

  
                           (5) 

Из формулы Стирлинга следует, что  

           
2

2
( / 2 ) ( / 2 / 2 1/ 2 )lim 1

( / 2 1 ) ( / 2 )k

n k n k
n k n k
  

  

   
  

   
            (6) 

Учитывая сходимость ряда (2), а также равенство (6), получаем  

2 2

2 2
2 2

2( ) ( )
0 0

( / 2 ) ( / 2 1/ 2)
( / 2 / 2 1/ 2 )k kL S L S

k k

n kp u
n k

  
 

 

 

 
  

  
   

Отсюда, согласно лемме 1, следует, что 2 ( )f h B . Далее, используя (4), (5) 
и (1), будем иметь  

0 0

( / 2 / 2 1 / 2 )( ) ( ) ( )
( / 2 ) ( / 2 1 / 2)k k

k k

n ku x u x p x
n k

 
  

 

 

  
  

 
   

0

( / 2 / 2 1 / 2 ) ( ) ( ) ( )
( / 2 ) ( / 2 1 / 2) k

k S

n k f Z x d
n k

 
   

  





  
  

 
   

1
20

( / 2 / 2 1/ 2 ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( / 2 ) ( / 2 1/ 2) 2k

kS S

n k nV Bf Z x d f R x d
n k



 
       

  






   
      

   

что и требовалось доказать. 

Теоре ма  2 .  Оператор 1
2

( )[ ]( ) ( ) ( ) ( )
2 S

nV BT f x f R x d       

отображает 2 ( )L S  на 2 ( )b B  взаимно однозначно, иными словами, формула 
( ) [ ]( )u x T f x  дает параметрическое представление пространства 2 ( )b B .  

Доказательство. Пусть f  – произвольная функция из 2 ( )L S  и  

kf p  – ее однородное разложение (т.е. ( )k kp H S ). Тогда функция  

0
[ ]( ) ( )k

k
P f x p x




   

принадлежит 2 ( )h B , где [ ]P f  обозначает интеграл Пуассона функции f . Из 
(6) и лемм 1 и 2 следует, что 

0

( / 2 / 2 1 / 2 )( ) ( )
( / 2 ) ( / 2 1 / 2) k

k

n ku x p x
n k

 
  





  


 
  

принадлежит 2 ( )b B . Применяя лемму 3, как и выше, получим  

1
2

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 S

nV Bu x f R x d     , 

т.е.  ( ) [ ]( )u x T f x .  
Теорема доказана. 
Отметим,   что   параметрическое   представление   для   весовых   клас-

сов функций, голоморфных в единичном круге, впервые было дано 
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М.М. Джрбашяном в [3]. 
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A. I. PETROSYAN 
 

THE  PARAMETRIC  REPRESENTATION  OF  THE  SPACE   2b   OF  
HARMONIC  FUNCTIONS 

 
S u mma r y  

 
In the paper  the parametric representation for Hilbert spaces 2 ( )b B  of func-

tions harmonic in the unit ball nB  R  is obtained. 
 


