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Работа посвящена критерию фредгольмовости операторов Теоплица. 
Вычисляется индекс этих операторов в гильбертовом пространстве 2, ( )A D .  

 
Введение. Для изложения основной проблемы приведем некоторые 

определения и предварительные сведения. 
Пусть   – окружность, D  – круг на комплексной  плоскости ,C  ( )z  

– нормированная плоская мера, а 2, ( )L D  – класс всех измеримых по Лебегу 
функций на  D , для которых  

                                          2,

1/2
221L D

D
f z f z d z




 
    
 
 .            (1) 

Пусть 2, ( )A D  – класс всех аналитических функций из 2, ( )L D  
( 2, ( )A D  известно как пространство Джрбашяна или весовое пространство 
Бергмана, что более принято в европейской литературе). Ясно, что 2, ( )A D  
замкнуто в 2, ( )L D  и, следовательно, 2, ( )A D  есть гильбертово пространство 
[1]. 

Пусть , ( )L D  – пространство всех измеримых функций на D  таких, 
что 

                                        ,
2: ess sup 1 ( )L D

z D
f z f z





    .                          (2) 

Далее, через 2, ( )NL D  и 2, ( )NA D  обозначим пространства вектор-столб-
цов длиной N , координаты которых соответственно из 2, ( )L D  и 2, ( )A D . 

Пусть , ( )N NL D
  – пространство всех матриц размерности N N , 

элементы которых из , ( )L D . 
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Определение 1. Пусть , ( )N Na L D
 . Тогда aM  на 2, ( )NL D  с символом a  

называется мультипликативным оператором:  
2, 2,: ( ) ( );T

a N NM L D L D      f fa   . 
Далее, пусть P  – ортогональный проектор из 2, ( )L D  на 2, ( )A D . 
Определение 2. Пусть , ( )N Na L D

 . Тогда оператором Теоплица с 
символом a  ( )aT  называется  

2, 2,: ( ) ( )T
a N NT A D A D  ;    2,( ) ( ) , ( )a a Nf T f P af PM f      f A D   . 
Определение 3. Пусть H – гильбертово пространство. Ограниченный 

линейный  оператор  ( )F L H   называется  оператором  Фредгольма,  если 
его ядро и коядро есть конечномерные пространства. Число 
ind : dim Ker dim CoKer F  F   F   называется  индексом  оператора  F . 

Спектр ограниченного на гильбертовом пространстве линейного опе-
ратора F  определяется так: ( )F C  F I      не имеет обратного  . 

Существенный спектр оператора F – это ( )ess F C F I      не 

î ï åðàòî ð Ôðåäãî ëüì à .  
О классических результатах для операторов Теоплица и Фредгольма 

можно найти информацию в [2, 3].    
Определение 4. Множество всех комплексных чисел ,C  для кото-

рых  ( )z D a z     ( 0)   имеет положительную меру, называется су-
щественной областью значений a  и обозначается через ( )R a . 

Следует заметить, что ( )R a  есть спектр a , рассматриваемый как один 

элемент C -алгебры , ( )L D . 
В N -мерном случае ( )R a  определяется соответственно как множество 

всех матриц ( )N Nb C D , для которых множество  : ( )z D a z b    ( 0)   

имеет положительную меру    понимается как матрица норм в ( ))N NC D .                   

Нам понадобится еще метод локализации в C -алгебре, который 
можно найти в [4]. 

Т ео р е ма  1 .  Пусть U – C -алгебра и A  – абелева C -подалгебра, 
которая  лежит  в  центре  U   и  имеет  максимальный  идеал  AM .  Для  всех 
x  из AM  пусть x  – закрытый идеал в U , рожденный элементом a , 

 ˆ( ) 0 a A a x . Тогда имеет место {0}
a

x
x M




 . В частности: 

1. Если x – канонический эпиморфизм из U  в / xU   для всех x  из 

AM , тогда 
A

x
x M



  – мономорфизм из U  в /

A

x
x M

U 

 . 

2. Оператор F  обратимый в U  тогда и только тогда, когда ( )x F  
обратимый  в  / xU    для  всех x   из  AM . 
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Исходя из теоремы 1, для нашего случая получаем следующие 
локализации к точкам  . 

Пусть , 2,: ( ( )) ( ( ))N N NU I L D K A D   
 , где через 2,( ( ))NK A D  обозначен 

идеал компактных операторов в 2,( ( ))NL A D .        2,: N NA I C D I K A D  , 

где   NI  есть N N -мерная единичная матрица и ( ) NC D I  – множество всех 
диагональных матриц, элементы которых из ( )C D . Множество A  находится 
в центре U , и преобразование, приводящее к ( ); aA C  T K a     ( K  – 
компакт), есть алгебра изоморфизмов. 

Для t  обозначим через t  закрытый идеал в U : 

 ( ) , ( ) 0a NT U a C D I   a t    . Пусть /t tU U   и ,: ( ( ))t N N tI L D U 
  – 

естественный гомеоморфизм. Тогда aT  только тогда будет фредгольмовым, 
если для всех t  из   ( )t aT   в  tU  имеет обратный или обратимый оператор. 

Определение 5. Пусть A  – единичная нормированная алгебра на C  и 
a  – элемент из A . Тогда ( , ) ( )V A a f a  f  из A  ( A – двойное пространство 

A ) такой, что (1 ) 1Af f   и  t  называется значением нумерикала a  из A , 
которое имеет следующие свойства. 

Для ,a b A  и , C    имеют место утверждения: 
1. ( , ) ( , ) ( , )V A a b V A a V A b   . 
2. ( , ) ( , )V A a V A a      . 
3. ( , )V A a  – компакт и выпуклый. 
4. Если A  – единичная нормированная алгебра из C  и B – подалгебра 

из A , имеющая единичный элемент, тогда для всех b  из B  имеет место  
равенство ( , ) ( , )V B b V A b . 

5.  Пусть A  – единичная банахова алгебра. Тогда для любого  a  из A  
( ) ( , )A V A a  . 

Доказательство этих утверждений можно найти в [5], а доказательство 
следующей леммы – в [1]. 

Лемма 1. Пусть A , B  – единичные банаховы алгебры, a  – элемент из 
A  и пусть    : 1 ,ALH a B  – линейное преобразование, 1  , (1 ) 1A B  , 
где LH  – линейное многообразие. Тогда ( , ( )) ( , )V B a V A a  . 

Определение 6. Пусть T – ограниченный линейный оператор на гиль-
бертовом пространстве H . Тогда ( ) { , , 1}W T Tx x  x H x      называется 
значением нумерикала T . 

В гильбертовом пространстве имеют место утверждения: 
6. ( )W T  – выпуклый. 
7. ( ) ( )T W T  . 
8. Если T  – нормальный оператор, то ( ) conv( ( ))W T T . 
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9. ( ) ( ( ), )W T V L H T . 
Доказательство этих утверждений можно найти в [5]. 
Критерий Фредгольма и вычисление индекса для операторов 

Теоплица. Сначала докажем следующую лемму. 
Лемма 2. Пусть K – компактное множество из C  и U  – открытое 

множество из K . Для , ( )N Na L U
  и ( )b R a  имеет место включение 

( ) ( )W b W a . 
Доказательство. Пусть ( )y W b . Тогда для всех 0   существует 

единственный Nx C  такой, что 1x   и , ( ) ,bx x y b y x x         . 

Так как ( )b R a , то множество  : ( )t U a t b     имеет положительную 
меру. Множество всех матриц c , которое удовлетворяет условию 

( ) ,c y x x     , является открытой окрестностью для b , поэтому  и 

множество  : ( ( ) ) ,A t U a t y x x        имеет положительную меру. Мы 

определяем f  из 2, ( )NL U  следующим образом: ( )( ) :
( )

A tf t x
A




 , t U . Заме-

тим, что 1f  . Следовательно,  

 2,( ) , ( ( ) ) ( ), ( ) ( )
NL U

U
a y f f a t y f t f t d t          

1( ( ) ) , ( ) ( ( ) ) ,
( )

sup
t AA

a t y x x d t a t y x x
A

 
 

         . 

А это значит, что ( )y W a . 
Лемма доказана.  
Т ео р е ма  2 .  Пусть , ( )N Na L D

  такой, что для всех t  из   существу-

ют обратные матрицы ,t t N NH G C   такие, что ( )
0

0 ( )t t U tW H aG


 
 . Тогда: 

1. aT  есть оператор Фредгольма. 
2. Существует непрерывная функция ( )N Nb C D  такая, что 

Ind InddetaT b  . 
Доказательство 1. Пусть ( ) Nc C D I   – непрерывная функция на D . 

Мы определим ее элементы , 1,2,...,iic   i N , следующим образом: 1iic   на 
( )U t  и 0iic   на \ ( )D U t . Определим линейное преобразование:     

1: ( ( )) ; ( )c
t N N t t cdL U t U   d T 

   . Так как 

1 (1 ) 1 1 (1 ) 1(1) ( ) ( ) ( ) ( ) 1c
t t c t c t t cT T T T             , 

то  
( ) ( ) 1c c

t t cd cd td T T cd d        . 
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Из леммы [1]  следует,  что ,( , ( )) ( ( ( ), ))c
t N NV U d V L U t d

 
 , а из 

свойств значений нумерикала следует, что ( ( )) ( , ( ))c c
t t td V U d   . Между 

, ( ( ))N NL U t



  и 2,( ( ( )))NL L U t

  есть изоморфизм, который можно задавать 
через dd M . Снова из свойств значений нумерикала следует, что 

, 2,( ( ( ))) ( ( ( ( ))), )N N N dV L U t V L L U t M 
 


  . Из свойства 9 следует, что 
,( ( ( ))) ( )N NV L U t W d



  . Так как ( )

0
0 ( )t t U tW H aG


 

 , то существует 0   

такое, что ( )0 ( )t t U tW H aG


  и, следовательно, ( )0 ( )c
t t t U tH aG


 . Это 

значит, что существует 0   такое, что  ( )
( )( )

t t U t

c
t t t U t t cH aG

H aG T



   

имеет обратный оператор. Тогда  
1 1

( ) \ ( )((1 ) )t t t U t U t ta H H a H c c c H a
        , 

1 1
( )(1 )( ) ( ) ( )

t t t U t t
t a t tH c H a H c H aT T T


   

  . 

Так как 1 c tT   , то 1(1 ) 0
t tH c H aT  

 ,  тогда  

   1 1
( )

1 1
( ) ( )

t t U t t t

c
t t t t U t t t t aH cH a G G

H H aG G T T



   

     

и имеет обратный оператор для всех t , поэтому aT  есть оператор 
Фредгольма. 

Доказательство 2. Покрываем   с : ( )
ii iU U t , для которых имеет 

место равенство 
1
( )

n

i
i

U


   , 1i iU U    , 1,2,...,i n , 1 1nt t  . Для крат-

кости обозначим 
itH , 

itG  соответственно через iH , iG . 1 1 ,i i is U U  T   

1 1:ns s   1nU U  . Рассмотрим  множество  

 1: arg [arg ,arg ]i i i iV t U t s s    . 

Утверждение. Существует непрерывная  функция ( )N Nb C D  такая, 

что ( ) ( )
i ii i V i i UW H bG W H aG . 

Для доказательства рассмотрим следующую ломаную   на  , для 

которой 
11 1 1( ) : , ( )

i ii i i U Us    R a  
     и 1( ) (1 ( )) ( )i i i it t t         для 

всех t  из iV  , где 
1

arg arg: [0,1],
arg arg

i
i i

i i

s tV   t
s s








  .  

Из леммы 2 следует, что 1( ) ( )
ii i i i i UW H G W H aG    и 

11 1 1 1 1( ) ( )
ii i i i i UW H G W H aG
     .  

Пусть   – непрерывная функция и определена так: 1   в окрестности 
1 и 0   в окрестности  1/ 2 .  Теперь  определим  ( )N Nb C D   так,  что  для  
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,z rt  t ,  имеет  место 
( ) ( ), 1 / 2

( )
0, 1 / 2

t r   r
b z

               r
   

   
. 

Для  2,
N if L V  с 1f   следует, что 

, ( ) ( ), ( ) ( )
i

i i i i
V

H bG f f H b z G f z f z d z      

( ) ( ) ( ), ( ) ( )
i

i i
V

H t r G f z f z d z       

2
1

( ) ( )((1 ( ) ( )) ) , ( ) ( )
( ) ( )

i

i i i i i i
V

f z f zH z z G f z d z
f z f z

         . 

Скалярное произведение подынтегрального выражения лежит в 

( )
ii i UW H aG .  Так  как  ( )

ii i UW H aG  – выпуклый  и  2( ) ( )f z d z   есть   

мера вероятности, то 2, ( ), ( )
iN i

i i i i UL VH bG f f W H aG    и, следовательно, 

( ) ( )
i ii i V i i UW H bG W H aG . 

Для пункта , 1,2,...,is i n , существуют окрестности 

1( )
i i i iU s U U    ,  для  которых  2, ( ( ))

iN if L U s
 , 1f   и  

( )
, ( ), ( ) ( )

ii

i i i i i i
U s

H bG f f H G f t f t d t


        . 

Значит,     ( ) (0)
i i iii i U s i i UW H bG W H aG U

   . 

Рассмотрим  непрерывную  функцию  
,:[0,1] ( );N N sc L D   s c
  ,  ( ) ( ) (1 ) ( )sc z sa z s b z    для z D . 

Для it V  и 2, ( )N if L V  с 1f   ,i s iH c G f f   лежит в  ii i UW H aG . 

Следовательно,    i ii s i V i i UW H c G W H aG . 

И для ( )
i it U s     ( ) (0)

i i iii s i U s i i UW H c G W H aG U
   . 

Из первой части теоремы 2 следует, что 
scT  есть оператор Фредгольмa. 

Преобразование 
scs T  непрерывное, поэтому Ind

scT  есть постоянная на 
[0,1] . Отсюда следует, что Ind Inda bT T . Так как b  непрерывная функция, то 
справедливо равенство Ind InddetaT b  . 

Теорема доказана. 
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M. A.  ZAKARYAN,  A. V. TZUTZULYAN 
 

THE  FREDHOLM  CRITERION  AND  INDEX  CALCULATION   
OF  TEOPLITS  OPERATORS  IN  SOME  HILBERT  SPACES 

 OF  ANALYTIC  FUNCTIONS 
 

S u mma r y  
 

The paper studied the Fredholm criterion of Teoplits operators in some 
Hilbert spaces of analytic functions on the unit disk in the complex plane C . The 
index of those operators was calculated.  


