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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  В  ВИДЕ  РЯДА  ОДНОЙ  ПЛОТНОСТИ   
В  ТЕОРИИ  ОЧЕРЕДЕЙ 

 
В работе методом обращения Фурье получены интегральное представ-

ление и представление плотности в виде сходящегося ряда для одного 
предельного закона в теории очередей.  

 
1. Пусть ( )s  с (0) 0   и ( )s  с (0) 1   – решения уравнений 

z z s     при  0z  ,  0s    и  z z s     при  1z  ,  0s  ,  когда  1 2   
(см. [1]), обозначаемые ( )s   . В [2] получены преобразования Лапласа 
(ПЛ) для (1 ( ))s . Нас интересуют представления плотности f  с ПЛ 

(1 ( ))s . Из равенства ( )

0 0

1( )
( )

sx t se f x dx e dt
s

 
  

  
   при 2   имеем 

4( ) ( 1 ) (1 ( ( 2)))
x

f x xe x 


      , где   – стандартный нормальный 
закон. Знак «+» выбираем при  , а «–»  – при  . 

2. Известны свойства ( )s  в области  : Re( ) 0S s s   (см. [1]): 
а)  ( ) : Re( ) 1z s z z     и  ( ) : Re( ) 0z s z z     при s S ;  
б) непрерывные при  0;t   кривые: ( )z it   ограничена прямыми 

Im( ) 0z  , Re( ) 1z   и лучом  : Arg( ) 2z z    ; ( )z it    ограничена 
лучами  : Re( ) 0, Im( ) 0z z z   и  : Arg( ) 2z z     (см. рисунок). 

Т ео р е ма  1  .  Интегральное представление имеет вид  

                          
0

1 2 1 ( )( ) Re z z x

i
f x i z z e dz

    


 

 
  

 
 .                      (1)  

Доказательство. По формуле обращения [3], 
0

1( ) Re
( )

itxef x dt
it



 
  . 

Положив ( )z it   , имеем 
1

( )1 1( ) Re z z x

L

zf x i e dz
z












    
  
 , где 
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  : ( ); 0,L z z it t         –   непрерывная  кривая  (см.  рисунок).  Пусть  
r
RL  – часть L  между дугами  1 ,i

r r rC C z re           ,   

 1 Re ,( 2) ( 2 )i
RC z           ,  2 Re ,( 2 )i

R RC z                   

(для  ), где  2ArgR RL C   ,  Argr rL C   , и дугами  

 , ( 2)i
r r rC C z re          ,  Re ,( 2)i

R RC z          

(для  ), где  ArgR RL C   ,  Argr rL C   . Функция 
2 1 ( )( ) ( ) z z xh z z z e

   
    аналитична внутри замкнутых контуров 

2 1 [ ;0] [0;1 ]r
R R R rL C C iR r C          и [ ; ]r

R R rL C iR ir C       .  
По теореме Коши 

( ) 0h z dz
 

  . Пусть C , 

,r R  ,  –  одна  из  дуг 

rC , 1
RC , 2

RC , RC  и 

 Arg L C    . Пока-
жем, что при 0r    и 

R    ( ) 0
C

h z dz


  . 

Так как eiz L   , то 
из z z it     находим 

1 cos cos 0
      . 

Отсюда следует, что 

02 0 
  r r   , 

0 2r r    
   , 

1 1
cos 1cos 0R

R RR R 


   

   . Пусть ( ) max ( )
z C

M h z


 


 . Тогда 

0( ) ( )2 0
r

r
C

h z dz M z r     , так как ((1 ) 1 ) 1( ) ( (1 ) 1)r r xM r r e r r
    

     

и  ( ) 1( ) ( 1)r r xM r r e r
  

   .  Полагая Reiz     и   учитывая,   что  cos 0  , 

cos 0   при ;
2 2
 




 
   
 

, имеем 

 
 1

R RC C

h z dz   
2

1 ( cos cos )

2

( 1) 0R R x
RR e d
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Полагая Reiz   (т.к. 
2R R



  и 1  ), получим оценки 

2

( cos cos )1

2

( ) ( 1) 0
R

R

R

x R R
R

C

h z dz R e d



 




 
 



    . 

Устремляя R  , а 0r   и учитывая, что 
1

0
Im ( ) 0h z dz  , получаем (1). 

3.  Т ео р ема  2 .  Пусть     – гамма-функция Эйлера. Тогда 

       
1 ( 1) ( 1)1

1

1 1 ( 1)( ) sin
( 1)!

nn

n

n nf x x x
n

 
   

   

  




      
             

 , 0x  .      (2) 

Доказательство. В (1) положим t xz  . Тогда  
 

1 1 1
1 1 1( ) Re

i
itt x e

x

G

tf x i e e dt
x x t


   

 

 

       
 



  
            
 , 

где     : ; ( ;0) : Re( ) 0,Im( ) 0G t t xz z i z z z           –  регулярная 

кривая (см. [1]). Разлагая в ряд Тейлора функцию 

1 i
tx e
xe


 

   
   и  используя 

аналитичность  z  
0G

 
 

 
  , выводим представление плотности в виде 

сходящегося ряда: 
( 1)( 1) ( 1) ( 1)

0

1 ( 1) 1 1( ) Re 1
!

n i n n inn

n

n nf x i x e x e
n

    
    

   

      




               
       

  

( 1) ( 1)1

1

1 1 1 ( 1)1 sin sin
( 1)!

nn

n

n nx x
n

 
   

     

 



       
                

 , и  с помощью 

формулы ( ) (1 ) sin( )a a a     , 0 1a  , получим (2). 
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². è. Ø²ðîÆðàêÚ²Ü 
 

ÐºðÂºðÆ  îºêàôÂÚ²Ü  ØÆ  ÊîàôÂÚ²Ü  ä²îÎºð²òàôØ 
 Þ²ðøÆ  îºêøàì  

 
²Ù ÷á ÷á õÙ  

 
êáõÛÝ ³ßË³ï³ÝùáõÙ Ñ»ñÃ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÙÇ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ µ³ßËÙ³Ý 

Ñ³Ù³ñ üáõñÛ»Ç ßñçÙ³Ý Ù»Ãá¹áí ëï³óí³Í »Ý ÇÝï»·ñ³É å³ïÏ»ñ³óáõÙ ¨ 
ËïáõÃÛ³Ý å³ïÏ»ñ³óáõÙ ½áõ·³Ù»ï ß³ñùÇ  ï»ëùáí: 

 
 
 

A. R. MARTIROSYAN 
 

REPRESENTATION  IN  TERMS  OF  SERIES  OF  ONE  LIMIT  LAW 
 IN  THEORY  OF  QUEUES 

 
S u mma r y  

 
In this paper for one limit law from the theory of queues by methods of  

Fourie an integral representation and expansion in terms of convergent series for 
density is found. 

  


