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ФФУУННККЦЦИИЯЯ  ЛЛЯЯППУУННООВВАА    ППООЛЛУУГГРРУУПППП,,    ППООРРООЖЖДДЕЕННННЫЫХХ    ООДДННИИММ  
  ККЛЛААССССООММ    УУРРААВВННЕЕННИИЙЙ    ТТИИППАА    ССООББООЛЛЕЕВВАА  

  
ВВ  ддаанннноойй  ррааббооттее  ииззууччааееттссяя  ффууннккцциияя  ЛЛяяппуунноовваа    ппооллууггррууппппыы,,  ппоорроожжддеенн--

нноойй  ннааччааллььнноо--ккррааееввоойй  ззааддааччеейй  
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                                                              ггддее  ннееллииннееййнныыee  ооппееррааттооррыы    AA    ии    BB    ииммееюютт  ссллееддууюющщиийй  ввиидд::    
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ДДооккааззыыввааееттссяя  ссуущщеессттввооввааннииее  ффууннккццииии  ЛЛяяппуунноовваа,,  ооппррееддееллеенннноойй  ннаа  
ааттттррааккттооррее  ппооллууггррууппппыы,,  ппоорроожжддеенннноойй  ээттоойй  ззааддааччеейй..  ТТааккжжее  ппррееддссттааввллееннаа  
ссттррууккттуурраа  ааттттррааккттоорраа,,  ппооллууччааюющщааяяссяя    ппррии  ппооммоощщии  ннееппооддввиижжнныыхх  ттооччеекк  ээттоойй  
ппооллууггррууппппыы..  

  
ООдднноойй  иизз  ооссннооввнныыхх  ппррооббллеемм  ттееооррииии  ээввооллююццииоонннныыхх  ддииффффееррееннццииааллььнныыхх  

ууррааввннеенниийй  яяввлляяееттссяя  ииззууччееннииее  ппооввееддеенниияя  ттррааееккттоорриийй  иихх  рреешшеенниийй  ппррии  t  ..  
ЭЭттаа  ппррооббллееммаа  ттеесснноо  ссввяяззааннаа  сс  ссуущщеессттввооввааннииеемм  ммннооггооооббррааззиийй,,  ннааззыыввааееммыыхх    
ааттттррааккттооррааммии..  ВВ  ддаанннноойй  ссттааттььее  рраассссммааттррииввааееттссяя  ппррооббллееммаа  ооппииссаанниияя  ссттрруукк--
ттууррыы  ээттиихх  ммннооггооооббррааззиийй  ддлляя  ннееккооттооррооггоо  ккллаассссаа  ууррааввннеенниийй  ттииппаа  ССооббооллеевваа..  

ВВ  ррааббооттаахх  [[11,,  22]]  ииззууччеенныы  ааттттррааккттооррыы  рряяддаа  ээввооллююццииоонннныыхх  ууррааввннеенниийй,,  
ттааккиихх  ккаакк  ппааррааббооллииччеессккииее  ууррааввннеенниияя  сс  ммооннооттоонннноойй  ггллааввнноойй  ччаассттььюю,,  ууррааввннее--
нниияя  ттииппаа  ссииссттеемм  ххииммииччеессккоойй  ккииннееттииккии  ии  ддрр..  ДДооккааззаанноо  ссуущщеессттввооввааннииее  ааттттрраакк--
ттоорроовв,,  ппоорроожжддеенннныыхх  ээттииммии  ууррааввннеенниияяммии,,  аа  ттааккжжее  ииззууччеенныы  иихх  ссввооййссттвваа..  ППррии--
ввееддеенныы  вваажжнныыее  ккллаассссыы  ууррааввннеенниийй,,  ааттттррааккттооррыы  ппооллууггрруупппп  ккооттооррыыхх  ооббллааддааюютт  
ггллооббааллььнноойй  ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа..    ВВ  ррааббооттее      [[33]]    рраассссммааттррииввааююттссяя    ааттттррааккттооррыы  
ппооллууггрруупппп,,  ппоорроожжддеенннныыхх  ннааччааллььнноо--ккррааееввоойй  ззааддааччеейй  ддлляя  шшииррооккооггоо  ккллаассссаа  
ввыырроожжддааюющщииххссяя  ккввааззииллииннееййнныыхх  ээввооллююццииоонннныыхх  ууррааввннеенниийй  вв  ччаассттнныыхх  ппррооиизз--
ввоодднныыхх,,  ддооккааззыыввааееттссяя  ссуущщеессттввооввааннииее  ггллооббааллььнноойй  ффууннккццииии  ЛЛяяппуунноовваа..  ВВ  [[44]]    
ппооссттррооееннаа  ффууннккцциияя  ЛЛяяппуунноовваа  ддлляя  ннееккооттооррооггоо  ккллаассссаа  ввыырроожжддааюющщииххссяя  ккввааззии--
ллииннееййнныыхх  ссииссттеемм  ттииппаа  ССооббооллеевваа..  ВВ  ррааббооттаахх  [[55,,  66]]  ддооккааззаанныы  ссуущщеессттввооввааннииее  
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ееддииннссттввееннннооггоо  рреешшеенниияя  ннааччааллььнноо--ккррааееввоойй  ззааддааччии  ддлляя  шшииррооккооггоо  ккллаассссаа  ннееллии--
ннееййнныыхх  ууррааввннеенниийй  ттииппаа  ССооббооллеевваа  ии  ссуущщеессттввооввааннииее  ооггррааннииччееннннооггоо  ааттттррааккттоо--
рраа,,  ппоорроожжддееннннооггоо  ээттоойй  ззааддааччеейй..  ВВ  ддаанннноойй  ссттааттььее  ддооккааззыыввааееттссяя  ссуущщеессттввооввааннииее  
ггллооббааллььнноойй  ффууннккццииии  ЛЛяяппуунноовваа  ии  ддааееттссяя  ссттррууккттуурраа  ааттттррааккттоорраа  ддлляя  ээттоойй  жжее  
ззааддааччии..  

ППууссттьь  nR    ––  ооббллаассттьь  сс  ддооссттааттооччнноо  ггллааддккоойй  ггррааннииццеейй   ,,  aa  
[0, ]T   ..  РРаассссммааттррииввааееттссяя  ннааччааллььнноо--ккррааееввааяя  ззааддааччаа  
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                                                                                                                    0u   ,,                                                                                                                  ((33))  
ггддее  ннееллииннееййнныыee  ддииффффееррееннццииааллььнныыее  ооппееррааттооррыы  A   ии  B   ииммееюютт  ссллееддууюющщиийй  
ввиидд::    
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ДДлляя  ккррааттккооссттии  ввппррееддьь  ччеерреезз  u   ббууддеемм  ооббооззннааччааттьь  ппррооииззввооддннууюю  ффууннкк--

ццииии  ( , )u t x   ппоо  t   
( , )u t xu

t
    

,,  ккооттооррааяя  ппооннииммааееттссяя  вв  ссммыыссллее  рраассппррееддееллеенниийй..  

ЧЧеерреезз       ооббооззннааччааееттссяя  ннооррммаа  вв    
0

1
2 ( )W  ..  

ООппррееддееллееннииее  11..  ФФууннккццииюю  
0

1
2 2( , ) (0, , ( ))u x t L T W    ннааззооввеемм  рреешшееннииеемм  

ууррааввннеенниияя  ((11)),,  еессллии  ддлляя  ппррооииззввооллььнноойй  ффууннккццииии  
0

1
2 2( , ) (0, , ( ))v x t L T W  ппооччттии  

ввссююддуу  ннаа    [0, ]T   ииммеееетт  ммеессттоо  ссллееддууюющщееее  ииннттееггррааллььннооее  ррааввееннссттввоо::    
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ППууссттьь  ддлляя  ффууннккцциийй  ( , )ia x  ии  ( , )ib x    ввыыппооллннеенныы  ссллееддууюющщииее  ууссллооввиияя::    
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ггддее  1 5,...,c c   ––  ппооллоожжииттееллььнныыее  ккооннссттааннттыы..  
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ТТ ее оо рр ее мм аа   11   ((  ссмм..  [[55]]))..    ППууссттьь  ффууннккццииии    ( , )ia x  ,,  ( , )ib x    ннееппррееррыыввнныы  
ппоо    ввссеемм    ккооммппооннееннттаамм,,    ннееппррееррыыввнноо    ддииффффееррееннццииррууееммыы    ппоо         ии    ввыыппооллннее--
нныы  ууссллооввиияя  ((44))––((88))..  ТТооггддаа  ззааддааччаа  ((11))––((33))  ииммеееетт  ееддииннссттввееннннооее  рреешшееннииее  

0 0
1 1
2 0 2( , ) (0, , ( )) ( ).  u t x C T W u W    

ППууссттьь   ,X  ––  ннееккооттооррооее  ббааннааххооввоо  ппррооссттррааннссттввоо..  
ООппррееддееллееннииее  22..  ППооллууггррууппппоойй,,  ппоорроожжддеенннноойй  ууррааввннееннииеемм  ((11)),,  ннааззыыввааееттссяя  

ссееммееййссттввоо  ооппееррааттоорроовв   , 0tS t  ,,  : ,tS X X   ддееййссттввууюющщиихх  ппоо  ффооррммууллее  

0 ( )tS u u t ,,  0u X ,,  ггддее  ( )u t ––  рреешшееннииее  ззааддааччии  ККоошшии  0(0)u u   ддлляя  ээттооггоо  уурраавв--
ннеенниияя..  ООппеерраацциияя  вв   , 0tS t    ооппррееддеелляяееттссяя  ппоо  ффооррммууллее  

1 2 1 2t t t tS S S  ,,  аа  

0S I ––  ттоожжддеессттввеенннныыйй  ооппееррааттоорр..  ППррии  ээттоомм  ппррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо  ээттаа  ззааддааччаа  
ооддннооззннааччнноо  ррааззрреешшииммаа..    

ООппррееддееллееннииее  33..  ММааккссииммааллььнныымм  ааттттррааккттоорроомм  ппооллууггррууппппыы   tS   ннааззыывваа--
ееттссяя  ттааккооее  ззааммккннууттооее  ооггррааннииччееннннооее  ммнноожжеессттввоо  U X ,,  ккооттооррооее  ооббллааддааеетт  
ссллееддууюющщииммии  ссввооййссттввааммии::  

11))  ииннввааррииааннттннооссттььюю,,  тт..  ее..  0;tS U U t     
22))  ссввооййссттввоомм  ппррииттяяжжеенниияя,,  тт..  ее..  ддлляя  ллююббооггоо  ооггррааннииччееннннооггоо  ммнноожжеессттвваа  

B X   рраассссттоояяннииее  dist ( , ) 0tS B U    ппррии  t  ..    
ДДлляя  ккррааттккооссттии  вв  ддааллььннееййшшеемм  ммааккссииммааллььнныыее  ааттттррааккттооррыы  ббууддеемм  

ннааззыыввааттьь  ппррооссттоо  ааттттррааккттооррааммии..  ИИммеееетт  ммеессттоо  ссллееддууюющщааяя    
ТТ ее оо рр ее мм аа   AA   ((ссмм..  [[11]]))..  ППууссттьь  ппооллууггррууппппаа   tS ,,  :tS X X ,,  ууддооввллеетт--

ввоорряяеетт  ссллееддууюющщиимм  ууссллооввиияямм::  
11))  ппооллууггррууппппаа   tS   ррааввннооммееррнноо  ооггррааннииччееннаа,,  тт..ее..  0 ( )R C R       ттааккооее,,  

ччттоо  tS u C ,,  еессллии    u R    0,t   ;;  
22))  ссуущщеессттввууеетт  ооггррааннииччееннннооее  ((ккооммппааккттннооее))  вв  X   ппооггллоощщааюющщееее  ммнноо--

жжеессттввоо  0B ,,  тт..ее..  ддлляя  ллююббооггоо  ооггррааннииччееннннооггоо  ммнноожжеессттвваа  B X   ссуущщеессттввууеетт  
ттааккооее  ччииссллоо  T ,,  ччттоо  ппррии    t T   0 ;tS B B   

33))  ооппееррааттооррыы  :tS X X     ннееппррееррыыввнныы    ппррии    0t  ..  
ТТооггддаа  уу  ппооллууггррууппппыы   tS   ииммееееттссяя  ооггррааннииччеенннныыйй  ((ккооммппааккттнныыйй))  вв  X   ммааккссии--
ммааллььнныыйй  ааттттррааккттоорр..  

ООппррееддееллееннииее  44..  ППууссттьь   tS   ––  ппооллууггррууппппаа  ооппееррааттоорроовв,,  : .tS X X   ТТооччккаа  
z X ннааззыыввааееттссяя  ннееппооддввиижжнноойй  ттооччккоойй  ппооллууггррууппппыы   tS ,,  еессллии  tS z z   0.t    

ООппррееддееллееннииее  55..  ППууссттьь  z   ––  ннееппооддввиижжннааяя  ттооччккаа  ппооллууггррууппппыы   tS ..  ННее--
ууссттооййччииввыымм  ииннввааррииааннттнныымм  ммннооггооооббррааззииеемм,,  ввыыххооддяящщиимм  иизз  ттооччккии  z ,,  ннааззыы--
ввааееттссяя  ммнноожжеессттввоо  ( )M z ттооччеекк  ,u X ооббллааддааюющщиихх  ссллееддууюющщиимм  ссввооййссттввоомм::  
ссуущщеессттввууеетт  вв  X   ттааккааяя  ннееппррееррыыввннааяя  ккррииввааяя  ( ), ,u        ччттоо    

11))  (0)u u ;;  
22))  ( ) ( ) , 0;tS u u t R t          
33))  ( )u z    ппррии    .    



  66 

ООппррееддееллееннииее  66..  ППууссттьь  E X   ––  ссллааббоо  ииннввааррииааннттннооее  ммнноожжеессттввоо  ппооллуу--
ггррууппппыы   tS ::  tS E E ..  ННееппррееррыыввнныыйй  ннаа  E   ффууннккццииооннаалл   ,,  : ,E R    
ннааззыыввааееттссяя  ггллооббааллььнноойй  ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа  ппооллууггррууппппыы   tS   ннаа  ммнноожжеессттввее  
E ,,  еессллии  ввыыппооллннеенныы  ссллееддууюющщииее  ууссллооввиияя::  

11))  ддлляя  ллююббооггоо  u E   ффууннккцциияя   tS u   ууббыыввааеетт  ппоо  t ппррии  0t  ;;  
22))  еессллии   0 0( )tS u u    ппррии  ннееккооттоорроомм  0,t  ттоо  0z u   яяввлляяееттссяя  ннееппоодд--

ввиижжнноойй  ттооччккоойй  ппооллууггррууппппыы   tS ..  
ДДлляя  ккррааттккооссттии  ггллооббааллььннууюю  ффууннккццииюю  ЛЛяяппуунноовваа  ббууддеемм  ннааззыыввааттьь  ппррооссттоо  

ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа..  
ТТ ее оо рр ее мм аа   ББ   ((ссмм..  [[11]]))..  ППууссттьь  ккооммппааккттннооее  ммнноожжеессттввоо  U   ииннввааррииааннттнноо  

ооттннooссииттееллььнноо  ппооллууггррууппппыы   tS ,,  тт..ее..  tS U U 0t  ,,  ии   tS ннаа  U ооббллааддааеетт  
ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа   ..  ППррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо  ммнноожжеессттввоо   ннееппооддввиижжнныыхх  ттоо--
ччеекк   tS   ккооннееччнноо..  ККррооммее  ттооггоо,,  ддооппууссттиимм,,  ччттоо  ддлляя  ллююббооггоо  u U   ффууннккцциияя    tS u   
ннееппррееррыыввнноо  ззааввииссиитт  оотт  t   вв  E ..  ТТооггддаа  ииммеееетт  ммеессттоо  ввккллююччееннииее  ( )

z
U M z


  ,,  

ггддее ( )M z   ––  ннееууссттооййччииввооее  ииннввааррииааннттннооее  ммннооггооооббррааззииее,,  ввыыххооддяящщееее  иизз  ттооччккии  .z   
ТТ ее оо рр ее мм аа   ВВ   ((ссмм..  [[11]]))..  ППууссттьь  ппооллууггррууппппаа   tS   ооббллааддааеетт  ммааккссииммааллььнныымм  

ааттттррааккттоорроомм  U   ии  ввыыппооллннеенныы  ууссллооввиияя  ттееооррееммыы  ББ..  ТТооггддаа    ( )
z

U M z


  ,,  ггддее     

––  ммнноожжеессттввоо  ннееппооддввиижжнныыхх  ттооччеекк     tS ..    
ППооттррееббууеемм,,  ччттооббыы  ффууннккццииии  ( , )ia x  ,,  ( , )ib x    ббыыллии  ттааккииммии,,  ччттооббыы  ддлляя  

рреешшеенниияя  ззааддааччии  ((11))––((33))    ввыыппооллнняяллииссьь  ссллееддууюющщииее  ииннттееггррааллььнныыее  ннееррааввееннссттвваа::  

                                                                  6
1 1

( , )
n n

i
i ii i i

u u ua x u dx c dx
x x x  

  
  

  
   ,,                                                            ((99))  

                                                                      2
7

1
( , ) ( ) ( )

n

i
i i

ub x u dx c u t k t
x


  


  ,,                                                            ((1100))    

ггддее  ( )k t ––  ннееппррееррыыввннааяя  ннееооттррииццааттееллььннааяя  ннаа   0;    ффууннккцциияя,,    ддлляя  ккооттоорроойй  
7

6

2

0
0

( )
c t

ce k t dt R


   ..  

ТТ ее оо рр ее мм аа   22   ((ссмм..  [[66]]))..  ППууссттьь  ффууннккццииии    ( , )ia x  ,,  ( , )ib x  ууддооввллееттввоорряяюютт  
ууссллооввиияямм  ттееооррееммыы  11  ии  ддлляя  рреешшеенниияя  ззааддааччии  ((11))––((33))  ввыыппооллнняяююттссяя  ннееррааввееннссттвваа    
((99)),,  ((1100))..  ТТооггддаа  уу  ппооллууггррууппппыы,,  ппоорроожжддеенннноойй  ззааддааччеейй  ((11))––((33)),,  ссуущщеессттввууеетт  ооггрраа--

ннииччеенннныыйй  вв  
0

1
2 ( )W    ммааккссииммааллььнныыйй  ааттттррааккттоорр..  

ППррееддппооллоожжиимм,,  ччттоо  ссуущщеессттввууеетт  ииннттееггррииррууееммааяя  ннаа     ффууннккцциияя  ( , )b x u ,,  

ддлляя  ккооттоорроойй    
( , )( , )i

i

b xb x 








,,      1,2,...,i n ..    

ООббооззннааччиимм                                                                
                                                                                                  ( ) ( , )u b x u dx



   ..                                                                                      ((1111))  
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ДДооккаажжеемм,,  ччттоо  ффууннккцциияя  ( )u   яяввлляяееттссяя  ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа    ддлляя  ззааддааччии  
((11))––((33)),,  ккооттооррааяя  ооппррееддееллееннаа  ннаа  ааттттррааккттооррее  ппооллууггррууппппыы   tS ,,  ппоорроожжддеенннноойй  
ээттоойй  ззааддааччеейй..                                

ЛЛееммммаа  11..  ФФууннккцциияя   ,,  ооппррееддееллееннннааяя  ррааввееннссттввоомм  ((1111)),,  ннееппррееррыыввннаа  ннаа  
ааттттррааккттооррее  ппооллууггррууппппыы   tS ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..    ППууссттьь  U ––  ааттттррааккттоорр  ппооллууггррууппппыы  ззааддааччии  ((11))––((33))..  ДДлляя  
ппррооииззввооллььнныыхх  ,u v U   ооццеенниимм  ррааззннооссттьь    

1

10

( , ) ( )( ) ( ) ( ( , ) ( , ))
n

i i i

b x w u vu v b x u b x v dx d dx
x 

  


   
      

    ,,  

ггддее  ( )w v u v   ..  
ДДааллееее,,  ууччииттыыввааяя  ((1111)),,  ппооллууччиимм    

 

1 1

1 10 0

1 2 1 22 21

1
1 10

1

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( , )

( )

.

 

 

   
     

 

                           
   

    

  

n n

i i
i ii i

n n

i ii i

u v u vu v b x w d dx b x w d dx
x x

w u vc d dx c w u v
x x

c v u v u v

 



   

   

ССллееддооввааттееллььнноо,,  ннееппррееррыыввннооссттьь       ддооккааззааннаа..  
ЛЛееммммаа  22..    ФФууннккцциияя  ( ( , ))u t x   ууббыыввааеетт  ппоо  ,t    0,t  ..    
ДДооккааззааттееллььссттввоо..  ППууссттьь  ( , )u t x яяввлляяееттссяя  рреешшееннииеемм  ууррааввннеенниияя  

0Au Bu   ..  ТТооггддаа,,  ссккаалляяррнноо  ууммнноожжиивв  ээттоо  ууррааввннееннииее  ннаа  u ,,  ппооллууччиимм  
, , 0Au u Bu u    ,,    тт..ее..  , , .Au u Bu u        

ТТееппееррьь  ооццеенниимм  ,Au u    ,,  ууччииттыыввааяя  ннееррааввееннссттввоо  ((55))..  
2

1 1 1
, ( , ) ( , ) 0.

n n n

i i
i i ii i i i

u u uAu u a x u u dx a x u dx c dx c u
x x x x    

                  
   

       

ДДааллееее,,  ииссппооллььззууяя  ппооллууччееннннооее  ннееррааввееннссттввоо,,  ооццеенниимм    ( ( , )) /d u t x dt ::    
2

1 1

1

( ( , )) ( , ) ( , )( , ) ( , )

( , ) , , 0.

n n
i

i
i ii i

n

i
i i

d u t x d b x u u x tb x u dx dx b x u dx
dt dt t x t

ub x u dx Bu u Au u
x

  




 



  
      

   
        



   


  

ЛЛееммммаа  ддооккааззааннаа..  
ДДлляя  ттооггоо  ччттооббыы     ббыыллаа  ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа  ддлляя  ззааддааччии  ((11))––((33)),,  ооссттаа--

ллооссьь  ддооккааззааттьь,,  ччттоо  ддлляя  ннееее  ввыыппооллнняяееттссяя  ппооссллеедднниийй  ппууннкктт  ооппррееддееллеенниияя  66..  
ППууссттьь  0 0( ) ( )tu S u    ддлляя  ннееккооттооррооггоо  0t  ..    

0 0 0
0 0 0

0 ( ) ( ) ( ) , , .
t t t

t t
du S u S u dt Bu u dt Au u dt
dt

               

ССллееддооввааттееллььнноо,,  , 0Au u   ..    ТТаакк    ккаакк    иизз    ппррееддыыддуущщеейй    ллееммммыы    2, ,Au u c u       
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ттоо  ппооллууччиимм  0u  ..  ООббооззннааччиимм  0 ( )z u x ..  ТТооггддаа  иизз  ввыышшеессккааззааннннооггоо  ссллееддууеетт,,  
ччттоо  0 ( )z u x   яяввлляяееттссяя  ннееппооддввиижжнноойй  ттооччккоойй  ддлляя  ппооллууггррууппппыы   tS ..    

ИИзз  ппооссллееддннееггоо,,  аа  ттааккжжее    иизз  ллеемммм  11,,  22  ссллееддууеетт,,  ччттоо     яяввлляяееттссяя  ффууннккццииеейй  
ЛЛяяппуунноовваа  ддлляя  ззааддааччии  ((11))––((33))  ннаа  ааттттррааккттооррее  ппооллууггррууппппыы,,  ппоорроожжддеенннноойй  ээттоойй  
ззааддааччеейй..  

ТТ ее оо рр ее мм аа   33 ..  ФФууннккцциияя   ,,  ооппррееддееллееннннааяя  ррааввееннссттввоомм  ((1111)),,  яяввлляяееттссяя  
ггллооббааллььнноойй  ффууннккццииеейй  ЛЛяяппуунноовваа  ддлляя  ззааддааччии  ((11))––((33))..  ЕЕссллии  ммнноожжеессттввоо     ннее--
ппооддввиижжнныыхх  ттооччеекк  ппооллууггррууппппыы   tS   ккооннееччнноо,,  ттоо  ддлляя  ааттттррааккттоорраа  ииммеееетт  ммеессттоо  
ппррееддссттааввллееннииее  ( )

z
U M z


  ,,  ггддее  ( )M z   ––  ннееууссттооййччииввооее  ииннввааррииааннттннооее  ммннооггоо--

ооббррааззииее,,  ввыыххооддяящщееее  иизз  ттооччккии  z ..  
ДДооккааззааттееллььссттввоо..  ДДлляя  ттооггоо  ччттооббыы  ввооссппооллььззооввааттььссяя  ттееооррееммоойй  ВВ,,  ннееооббххоо--

ддииммоо  ппррооввееррииттьь,,  ччттоо    ддлляя  ллююббооггоо  u U   ффууннккцциияя    tS u   ннееппррееррыыввнноо  ззааввииссиитт  оотт  

t   вв  
0

1
2 ( )W  ,,  тт..ее..  ддлляя  ккаажжддооггоо  

0
1

0 2 ( )u W    рреешшееннииее  ззааддааччии  ((11))––((33))  ннееппррееррыыввнноо  
ппоо  tt..  АА  ээттоо  ссллееддууеетт  иизз  ттееооррееммыы  11..  ЗЗннааччиитт,,  ииммеееетт  ммеессттоо  ттееооррееммаа  ВВ  ии  ааттттррааккттоорр  
ииммеееетт  ппррееддссттааввллееннииее  ( )

z
U M z


  ..  

  
ККааффееддрраа  ттееооррииии  ооппттииммааллььннооггоо  ууппррааввллеенниияя                                                                                                      ППооссттууппииллаа  2255..1122..22000077  
ии    ппррииббллиижжеенннныыхх    ммееттооддоовв  

  
  
  

ЛЛ ИИ ТТ ЕЕ РР АА ТТ УУ РР АА   
  
11..  ББааббиинн  АА..ВВ..,,  ВВиишшиикк  ММ..ИИ..    ––    УУММНН,,  11998833,,    тт..  3388,,    №№  44  ((223322)),,    сс..  113333––118855..  
22..  ББааббиинн  АА..ВВ..,,  ВВиишшиикк  ММ..ИИ..      ААттттррааккттооррыы  ээввооллююццииоонннныыхх  ууррааввннеенниийй..  ММ..::  ННааууккаа,,  11998899..  
33..  ААккооппяянн  ГГ..СС..,,  ШШааххббааггяянн  РР..ЛЛ..  ––    ИИззвв..  ННААНН  ААррммееннииии..  ММааттееммааттииккаа,,  11999944,,  тт..  2299,,  №№  55,,  сс..  2277––3377..  
44..  ААккооппяянн  ГГ..СС..,,  ШШааххббааггяянн  РР..ЛЛ..    ––    ИИззвв..  ННААНН  ААррммееннииии..  ММааттееммааттииккаа,,  11999966,,  тт..  3311,,  №№  33,,    сс..  55––2299..  
55..  ММааммииккоонняянн  АА..АА..    ––    УУччеенныыее  ззааппииссккии  ЕЕГГУУ,,  22000066,,    №№22,,  сс..  3333––4400..  
66..  ММааммииккоонняянн  АА..АА..    ––    УУччеенныыее  ззааппииссккии  ЕЕГГУУ,,  22000088,,    №№11,,  сс..  1188––2233..  
  

  

  
ÐÐ..  ²²..  ØØ²²ØØÆÆÎÎààÜÜÚÚ²²ÜÜ  

  
êêàà´́ààÈÈººììÆÆ    îîÆÆääÆÆ    ÐÐ²²ìì²²êê²²ððààôôØØÜÜººððÆÆ    ØØÆÆ    ¸̧²²êêààìì    ÌÌÜÜìì²²ÌÌ    

ÎÎÆÆêê²²ÊÊØØ´́ººððÆÆ    ÈÈÚÚ²²ääààôôÜÜààììÆÆ    üüààôôÜÜÎÎòòÆÆ²²ÜÜ  
  

²² ÙÙ ÷÷ áá ÷÷ áá õõ ÙÙ   
  

ÐÐáá¹¹íí³³ÍÍááõõÙÙ  ááõõëëááõõÙÙÝÝ³³ëëÇÇññííááõõÙÙ  ¿¿  êêááµµááÉÉ¨̈ÇÇ  ïïÇÇååÇÇ  ÑÑ³³íí³³ëë³³ññááõõÙÙÝÝ»»ññÇÇ  ÙÙÇÇ  
¹¹³³ëëÇÇ  ÑÑ³³ÙÙ³³ññ  ëëÏÏ½½µµÝÝ³³ÏÏ³³ÝÝ  åå³³ÛÛÙÙ³³ÝÝÝÝ»»ññááíí  ÑÑ»»ïï¨̈ÛÛ³³ÉÉ  »»½½ññ³³ÛÛÇÇÝÝ  ËËÝÝ¹¹ññÇÇ  ÈÈÛÛ³³ååááõõ--
ÝÝááííÇÇ    ýýááõõÝÝÏÏóóÇÇ³³ÝÝ..        

00

0,

,

0,
t

uA Bu
t

u u

u
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ááññïï»»ÕÕ  A --ÝÝ  ¨̈  B --ÝÝ  ááãã  ··ÍÍ³³ÛÛÇÇÝÝ  ¹¹ÇÇýý»»ññ»»ÝÝóóÇÇ³³ÉÉ  ûûåå»»ññ³³ïïááññÝÝ»»ññ  »»ÝÝ  ¨̈  ááõõÝÝ»»ÝÝ  
ÑÑ»»ïï¨̈ÛÛ³³ÉÉ  ïï»»ëëùùÁÁ..                  

1
( , )

n

i
i i

Au a x u
x


  


 ,,      

1
( , )

n

i
i i

Bu b x u
x


  


 ::  

ÐÐáá¹¹íí³³ÍÍááõõÙÙ  ³³åå³³óóááõõóóííááõõÙÙ  ¿¿  ÈÈÛÛ³³ååááõõÝÝááííÇÇ  ýýááõõÝÝÏÏóóÇÇ³³ÛÛÇÇ  ··ááÛÛááõõÃÃÛÛááõõÝÝÁÁ`̀  ááññááßß--
íí³³ÍÍ  ³³ÛÛëë  ËËÝÝ¹¹ññááíí  ÍÍÝÝíí³³ÍÍ   , 0tS t    ÏÏÇÇëë³³ËËÙÙµµÇÇ  ³³ïïññ³³ÏÏïïááññÇÇ  ííññ³³::  êêïï³³óóííááõõÙÙ  
¿¿  ³³ïïññ³³ÏÏïïááññÇÇ  ÏÏ³³ééááõõóóíí³³ÍÍùùÁÁ  ³³ÛÛ¹¹  ÏÏÇÇëë³³ËËÙÙµµÇÇ  ³³ÝÝßß³³ññÅÅ  ÏÏ»»ïï»»ññÇÇ  ûû··ÝÝááõõÃÃÛÛ³³ÙÙµµ::  

  
  
  

HH..  AA..  MMAAMMIIKKOONNYYAANN  
  

LLYYAAPPUUNNOOVV    FFUUNNCCTTIIOONN    OOFF    SSEEMMII--GGRROOUUPPSS    GGEENNEERRAATTEEDD    
  BBYY    AA    CCLLAASSSS    OOFF    SSOOBBOOLLEEVV    TTYYPPEE    EEQQUUAATTIIOONNSS      

  
SS uu mm mm aa rr yy   

  
IInn  tthhiiss  ppaappeerr  LLyyaappuunnoovv  ffuunnccttiioonn  tthhee  ffoolllloowwiinngg  iinniittiiaall  bboouunnddaarryy  vvaalluuee  

pprroobblleemm  ffoorr  aa  ccllaassss  ooff  SSoobboolleevv  ttyyppee  eeqquuaattiioonnss  iiss  ccoonnssiiddeerreedd    

00

0,

,

0,
t

uA Bu
t

u u

u




       
 
 

  

wwhheerree A   aanndd  B aarree  nnoonnlliinneeaarr    ooppeerraattoorrss  ooff    tthhee  ffoolllloowwiinngg  ffoorrmm::    

1
( , )

n

i
i i

Au a x u
x


  


 ,,      

1
( , )

n

i
i i

Bu b x u
x


  


 ..  

TThhee  eexxiisstteennccee  ooff  LLyyaappuunnoovv  ffuunnccttiioonn  oonn  tthhee  aattttrraaccttoorr  ooff  tthhee  sseemmii--ggrroouupp  
ggeenneerraatteedd  bbyy  tthhiiss  eeqquuaattiioonn  iiss  pprroovveedd..  IItt  iiss  ggiivveenn  tthhee  ccoonnssttrruuccttiioonn  ooff  aattttrraaccttoorr  bbyy  tthhee  
ffiixxeedd  ppooiinnttss  ooff  tthhaatt  sseemmii--ggrroouupp..    


