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УУДДКК  551177..99  
  

РР..    ЛЛООТТФФИИККААРР  
  

ММЕЕТТООДД    ГГААЛЛЕЕРРККИИННАА    ДДЛЛЯЯ    ННЕЕЛЛИИННЕЕЙЙННЫЫХХ    УУРРААВВННЕЕННИИЙЙ    
ТТИИППАА    ССООББООЛЛЕЕВВАА  

  
ВВ  ддаанннноойй  ррааббооттее  рраассссммооттррееннаа  ннааччааллььнноо--ккррааееввааяя  ззааддааччаа  
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ггддее  LL    ии    MM    ––  ннееллииннееййнныыее  ддииффффееррееннццииааллььнныыее  ооппееррааттооррыы..  
ДДооккааззаанноо,,  ччттоо  еессллии  ооппееррааттооррыы  LL    ии    MM    ууддооввллееттввоорряяюютт  ннееккооттооррыымм  ууссллоо--

ввиияямм,,  ттооггддаа  ппооссллееддооввааттееллььннооссттьь  ффууннккцциийй,,  ссооссттааввллееннннааяя  иизз  рреешшеенниийй  ууррааввннее--
нниийй  ГГааллееррккииннаа  ддлляя  ээттоойй  ззааддааччии,,  ссххооддииттссяя  кк  ссллааббооммуу  рреешшееннииюю  ддаанннноойй  ззааддааччии..  

  
11..  ППууссттьь  nR  ––  ооггррааннииччееннннааяя  ооббллаассттьь  сс  ддооссттааттооччнноо  ггллааддккоойй  ггррааннии--

ццеейй     ..  РРаассссммааттррииввааееттссяя  ссллееддууюющщааяя  ннааччааллььнноо--ккррааееввааяя  ззааддааччаа::    

                                                                                                  0
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ггддее  1 2( , ,..., )nx x x x   ,,  0,t    аа  ннееллииннееййнныыее  ддииффффееррееннццииааллььнныыее  ооппееррааттооррыы  
L   ии  M     ппоорряяддккаа  2m   ииммееюютт  ввиидд                                                                

 ( 1) , , ,
m

Lu D A x t D u  


 
    

 ( 1) , ,
m

Mu D B x t D u  


 
    ,,  ,m    

ии  ддееййссттввууюютт  иизз  ппррооссттррааннссттвваа  
0

2 2(0, , ( ))mL T W    вв  ппррооссттррааннссттввоо  

2 2(0, , ( ))mL T W  ..  
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ВВппееррввыыее  ззааддааччаа    ((11))––((33))  ббыыллаа  рраассссммооттррееннаа  СС..ЛЛ..  ССооббооллееввыымм  вв  ссввяяззии  сс  ееггоо  
ииссссллееддоовваанниияяммии,,  ппооссввяящщеенннныыммии  ииззууччееннииюю  ммааллыыхх  ккооллееббаанниийй  вврраащщааюющщееййссяя  
ииддееааллььнноойй  жжииддккооссттии  вв  ттоомм  ччаассттнноомм  ссллууччааее,,  ккооггддаа  L     ––  ттррееххммееррнныыйй  ооппеерраа--

ттоорр  ЛЛааппллаассаа,,  аа  
2

2M
z





..  ВВ  ддааллььннееййшшеемм  ааннааллооггииччнныыее  ззааддааччии  ииззууччааллииссьь  

ААллееккссааннддрряянноомм  [[11]],,  ГГааллььппееррнноомм  [[22]]  ии  ддрр..  ((ссмм..  [[33––55]]))..  
ООттннооссииттееллььнноо  ффууннккцциийй    ( , , ), ( , , )A x t B x t       ппррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо  ооннии  

ооппррееддееллеенныы  ддлляя  ввссеехх   ,,  0,t x   ,,  ннееппррееррыыввнноо  ддииффффееррееннццииррууееммыы  ппоо  ввссеемм  

 ии  ууддооввллееттввоорряяюютт  ссллееддууюющщиимм  ууссллооввиияямм  , , m     ::  
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A x t C  


 


          1 0C  ,,                                                                  ((44))  
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  ,,          2 0C  ,,                                                                  ((55))  
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m

B x t C  


 


  ,,          3 0C  ,,                                                                  ((66))  
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,,            4 0C  ,,                                                                                                            ((77))  

                                                                            2
5

,
( , , )

m m
А x t C    

  
   

 
  ,,    5 0C  ..                                    ((88))  

ИИммеееетт  ммеессттоо  ссллееддууюющщааяя    
ТТ ее оо рр ее мм аа   11   ((ссмм..  [[66]]))..  ППууссттьь  вв  ззааддааччее  ((11))––((33))  ффууннккццииии  ( , , ) ,A x t    

( , , )B x t    ооппррееддееллеенныы  ддлляя  ввссеехх   ,,  0, t x  ,,  ннееппррееррыыввнноо  ддииффффееррееннцции--

ррууееммыы  ппоо  ввссеемм   ии  ууддооввллееттввоорряяюютт  ууссллооввиияямм  ((44))––((88))..  ТТооггддаа  ззааддааччаа  ((11))––((33))  

ииммеееетт  ееддииннссттввееннннооее  рреешшееннииее  
0

0 2 ( )mu W     ии    2
2(0, , ( ))mf L T W   ..  

22..  ППууссттьь   ––  ввеещщеессттввееннннооее  ррееффллееккссииввннооее  ссееппааррааббееллььннооее  ббааннааххооввоо  
ппррооссттррааннссттввоо..  ЧЧеерреезз  ,f u   ооббооззннааччиимм  ссккаалляяррннооее  ппррооииззввееддееннииее  ээллееммееннттаа    

*f    ннаа  ээллееммееннтт  u  ..    

ООппррееддееллееннииее  11..    ООппееррааттоорр    *:A     ннааззыыввааееттссяя    
  ррааддииааллььнноо  ннееппррееррыыввнныымм,,  еессллии  ,u v     ввеещщеессттввееннннааяя  ффууннккцциияя  

( ) ( ), s A u sv v   ннееппррееррыыввннаа  ннаа   0,1 ;;    
  ллииппшшиицц--ннееппррееррыыввнныымм,,  еессллии  ссуущщеессттввууеетт  ттааккааяя  ппооссттоояяннннааяя    M ,,  ччттоо    

*Au Av M u v       ,u v   ..  

ООппррееддееллееннииее  22..    ППууссттьь  ,u v   ––  ппррооииззввооллььнныыее  ээллееммееннттыы  иизз   ..  ООппееррааттоорр  
*:A     ннааззыыввааееттссяя    ссииллььнноо  ммооннооттоонннныымм,,  еессллии  

2, , 0Au Av u v m u v m     ..  
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ППууссттьь  1 2{ , ,...}h h   ––  ппооллннааяя  ссииссттееммаа  ллииннееййнноо  ннееззааввииссииммыыхх  ээллееммееннттоовв  вв  ггиилльь--
ббееррттооввоомм  ппррооссттррааннссттввее  H ..  ООббооззннааччиимм  ччеерреезз  nH   ллииннееййннууюю  ооббооллооччккуу  ээллееммееннттоовв  

1 2{ , ,..., }nh h h ..  ППууссттьь  nn HHP :   ––  ооппееррааттоорр  ооррттооггооннааллььннооггоо  ппррооееккттиирроовваанниияя  H   
ннаа  nH ,,  :n nI H H ––  ооппееррааттоорр  ввллоожжеенниияя  nH вв  ,H   аа  *

nP ии  *
nI   ––  ссооооттввееттссттввеенннноо  

ссооппрряяжжеенннныыее  кк  нниимм  ооппееррааттооррыы..  

ППррии   0 0,t S T    ооппррееддееллиимм  ооппееррааттооррыы  
0

0 2 2( ) : ( ) ( )m mL t W W    ии  
0

0 2 2( ) : ( ) ( )m mM t W W      ффооррммууллааммии    

0( )( ( )) ( 1) ( , , )
m

L t v x D A x t D u  


 
  ,,  

0( )( ( )) ( 1) ( , , )
m

M t v x D B x t D u  


 
  ,,  

0

2 ( )mv W  ..  

ДДлляя      ооппррееддееллиимм  ооппееррааттооррыы    nL ,,  nM   ффооррммууллааммии    
( )( ) ( ) ( )n nL u t L t u t ,,  ггддее  *( ) ( )n nL t I L t ,,    *( )( ) ( )( )n nM u t I Mu t ..  

ООббооззннааччиимм  *( ) ( )n nf t I f t     ддлляя  2
2( , ( ))mf L S W  ..  

УУррааввннеенниияяммии  ГГааллееррккииннаа  ддлляя  ппссееввддооппааррааббооллииччеессккооггоо  ууррааввннеенниияя  ((11))  
ннааззыыввааююттссяя  ууррааввннеенниияя,,  ффииггууррииррууюющщииее  вв  ссллееддууюющщиихх  ззааддааччаахх  ККоошшии  ((ссмм..  [[55]]))::  

                                                                                          0 0 0
0 0

2 2 2

,
(0) ( ),

(0, , ( )), (0, , ( )).


  

  

   

n n n n n

n n n n

m m
n n

L u M u f
u u u P u

u L T W u C T W 

                                  ((**))  

ИИзз  ((44)),,  ((55))  ссллееддууеетт,,  ччттоо  ооппееррааттооррыы  ( )nL t   ррааддииааллььнноо  ннееппррееррыыввнныы,,  ррааввннооммееррнноо  ппоо  t     
ссииллььнноо  ммооннооттоонннныы,,    аа  ооппееррааттоорр    M   ввооллььттеерроовв    ии    ууддооввллееттввоорряяеетт    ууссллооввииюю  ЛЛииппшшииццаа  

0
2 2

2 2( , ( )) ( , ( ))  m mL S W L S WMu Mv C u v
    ((  ддооккааззааттееллььссттввоо  ссмм..  вв  [[66]]))..  

ССллееддооввааттееллььнноо,,  иизз  ттееооррееммыы  33..33  иизз  [[55]]  ссллееддууеетт  
ТТ ее оо рр ее мм аа   22 ..   ППррии  ууссллооввиияяхх  ((44))––((88))  ууррааввннеенниияя  ГГааллееррккииннаа  ((**))  ддлляя  ккаажж--

ддооггоо  1,2,...n    ииммееюютт  ееддииннссттввееннннооее  рреешшееннииее  nu ..  ППррии  ээттоомм,,  еессллии  u   ––  рреешшееннииее  
ззааддааччии  ((11))––((33)),,  ттоо  

0 0
2 2

2 2( , ( )) ( , ( )) 0    m mn nL S W L S Wu u u u
      ппррии  n ..    

33..    ВВ  ээттоомм  ппууннккттее  рраассссммааттррииввааееттссяя  ччаассттнныыйй  ссллууччаайй  ззааддааччии  ((11))––((33))..  АА  ииммеенннноо,,   
ппррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо  L   ии  M ––  ллииннееййнныыее  ддииффффееррееннццииааллььнныыее  ооппееррааттооррыы  ввттооррооггоо  
ппоорряяддккаа::    

, 1
( ) ,

n

ij
i j i j

uLu a x
x x

  
      

   
, 1

( ) .
n

ij
i j i j

uMu b x
x x

  
      

   

ООттннооссииттееллььнноо  ( )ija x   ии  ( )ijb x   ппррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо  ооннии  ннееппррееррыыввнныыее  вв     

ффууннккццииии,,    ( ) ( )ij jia x a x ,,    ( ) ( ), , 1,2,...,ij ijib x b x i j n  ,,      аа      ттааккжжее      ииммеееетт    ммеессттоо    
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2
0 1 0

, 1
( ) ( ,..., ) , , 0.

n
n

ij i j n
i j

a x c R x c      


        

ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  рраассссммааттррииввааееттссяя  ссллееддууюющщааяя  ззааддааччаа::  

                                                

 

, 1 , 1

0

0,

( ) ( ) ( , ), (9)

(0, ) ( ), (10)
| 0. (11)

n n

ij ij
i j i ji j i j
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u ua x b x f t x
x x t x x

u x u x
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ООппррееддееллееннииее  33..  
0

1
2 2( , ) (0, , ( ))u t x L T W  ннааззыыввааееттссяя  ссллааббыымм  рреешшееннииеемм  ззаа--

ддааччии  ((99))––((1111)),,  еессллии  
0

2 2(0, , ( ))  m
tu L T W    ии  ддлляя  ллююббооггоо  

0

2 2( , ) (0, , ( ))mv t x L T W    
ииммеееетт  ммеессттоо  ссллееддууюющщееее  ииннттееггррааллььннооее    ттоожжддеессттввоо::  

                                          
, 1 , 10 0

( ) ( ) , .
T Tn n

t
ij ij

i j i ji j i j

u v u va x dxdt b x dxdt f v
x x x x  

   
 

                          ((1122))  

ННееттрруудднноо    ддооккааззааттьь,,  ччттоо,,  еессллии  ( , )u t x ––  ккллаассссииччеессккооее  рреешшееннииее  ззааддааччии  
((99))––((1111)),,  ттоо  оонноо  яяввлляяееттссяя  ттааккжжее  ссллааббыымм  рреешшееннииеемм..  ИИ  еессллии  ссллааббооее  рреешшееннииее  
яяввлляяееттссяя  ггллааддккоойй  ффууннккццииеейй,,  ттооггддаа  оонноо  яяввлляяееттссяя  ккллаассссииччеессккиимм  рреешшееннииеемм..  

ВВ  ппррооссттррааннссттввее  
0

1
2 ( )W  ооппррееддееллиимм  ээккввииввааллееннттннууюю  ннооррммуу  ппоо  ффооррммууллее  

                                                                                            2 ( )ijL
i j

u uu a x dx
x x

 


  ..                                                                                ((1133))  

ЗЗааммыыккааннииее    ллииннееййннооггоо    ммннооггооооббррааззиияя    0 ( )C      ппоо    ннооррммее    ((1133))    ооббооззннаа--
ччиимм  ччеерреезз  LH   ((ээннееррггееттииччеессккооее  ппррооссттррааннссттввоо  ооппееррааттоорраа  L ))..  ППууссттьь  

 1 2( ), ( ),..., ( ),...mx x x     ––  ппооллннааяя  ооррттооннооррммааллььннааяя  ссииссттееммаа  вв  ггииллььббееррттооввоомм  
ппррооссттррааннссттввее  LH ..  ООббооззннааччиимм  ччеерреезз  ( )LH m   ллииннееййннууюю  ооббооллооччккуу  ссииссттееммыы  

 1 2( ), ( ),..., ( )mx x x     ..  
УУррааввннеенниияяммии  ГГааллееррккииннаа  ддлляя  ззааддааччии  ((99))––((1111))  ббууддуутт::  

                                              

1
1 1

1 , 1

1 , 1

( ) ( ) ( ) , ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ( ) , .

 

 

       

      

 

  

  

m n
k

k ij
k i j i j

m n
k m

m k ij m
k i j i j

C t C t b x dx f
x x

C t C t b x dx f
x x





 


 


                                        ((1144))  

ВВ  ввееккттооррнноомм  ввииддее  ссииссттееммуу  ууррааввннеенниийй  ((1144))  ммоожжнноо  ззааппииссааттьь  ссллееддууюющщиимм  
ооббррааззоомм::  
                                                                                                  ( ) ( )m mC t M C t F   ,,                                                                                      ((1155))  
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ггддее  
1 1 1

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

m

m

m m m

M M
M

M M

   

   

 
   
 
 



  



  ––  ссккаалляяррннааяя  ммааттррииццаа,,  аа  
1,

,
m

m

f
F

f





 
   
 
 

 ..  

ИИзз  ттееооррееммыы  22  ссллееддууеетт,,  ччттоо  ссииссттееммаа  ууррааввннеенниийй  ГГааллееррккииннаа  ((1155))  ппррии  
ккаажжддоомм  1,2,...m    ииммеееетт  ееддииннссттввееннннооее  рреешшееннииее  1 2( ( ), ( ),..., ( ))mC t C t C t ,,  ппррииччеемм    

2( , ) ( , ) 0    
l L

m mC S H L S Hu u u u     ппррии    m ,,  

ггддее  
1

( , ) ( ) ( )



n

m i i
i

u t x C t x ,,  аа  ( , )u t x ––  ттооччннооее  рреешшееннииее  ззааддааччии  ((**))..  

  
ККааффееддрраа  ттееооррииии  ооппттииммааллььннооггоо  ууппррааввллеенниияя                                                                                                      ППооссттууппииллаа  2299..0011..22000088  
ии  ппррииббллиижжеенннныыхх  ммееттооддоовв    ЕЕГГУУ,,  
ИИллааммссккиийй  ууннииввееррссииттеетт  ААззаадд,,  ИИРРИИ    

  
  

ЛЛ ИИ ТТ ЕЕ РР АА ТТ УУ РР АА   
  
11..  ААллееккссааннддрряянн  РР..АА..  ––  ТТрр..  ММоосскк..  ммаатт..  ооббщщ--вваа,,  11996600,,    тт..  99,,    сс..  445555––550055..  
22..  ГГааллььппееррнн  СС..АА..  ––    ТТаамм  жжее,,  сс..  440011––442233..  
33..  AAlleekkssaannddrryyaann  RR..AA..,,  BBeerreezzaannsskkiiii  JJuu..MM..,,  IIlliinn  VV..AA..,,  KKoossttjjuucceennkkoo  AA..GG..  ––  AAmmeerr..  MMaatthh..  SSoocc..  

TTrraannssee..,,    11997766,,    vv..  22,,    pp..  110055..  
44..  ААккооппяянн  ГГ..СС..,,  ШШааххббааггяянн  РР..ЛЛ..  ––  ИИззвв..  ННААНН  ААррммееннииии..  ММааттееммааттииккаа,,  11999955,,  тт..  3300,,    №№  11,,  сс..  1177––

3322..  
55..  ГГааееввссккиийй  ХХ..,,  ГГррееггеерр  КК..,,  ЗЗааххааррииаасс  КК..  ННееллииннееййнныыее  ооппееррааттооррнныыее  ууррааввннеенниияя  ии  ооппееррааттооррнныыее  

ддииффффееррееннццииааллььнныыее  ууррааввннеенниияя..  ММ..::  ММиирр,,  11997788..  
66..  ММааммииккоонняянн  АА..АА..    ––  УУччеенныыее  ззааппииссккии  ЕЕГГУУ,,    22000066,,    №№  22,,    сс..  3333––4400..  

  
  

èè..  ÈÈààÂÂüüÆÆÎÎ²²ðð  
  

¶¶²²ÈÈÚÚààððÎÎÆÆÜÜÆÆ    ØØººÂÂàà¸̧ÀÀ    êêàà´́ààÈÈººììÆÆ    îîÆÆääÆÆ    ààââ    ¶¶ÌÌ²²ÚÚÆÆÜÜ  
ÐÐ²²ìì²²êê²²ððààôôØØÜÜººððÆÆ    ÐÐ²²ØØ²²ðð  

  
²² ÙÙ ÷÷ áá ÷÷ áá õõ ÙÙ   

  
²²ßßËË³³ïï³³ÝÝùùááõõÙÙ  ¹¹ÇÇïï³³ññÏÏííááõõÙÙ  ¿¿  ÑÑ»»ïï¨̈ÛÛ³³ÉÉ  ëëÏÏ½½µµÝÝ³³ÏÏ³³ÝÝ--»»½½ññ³³ÛÛÇÇÝÝ  ËËÝÝ¹¹ÇÇññÁÁ    
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ááññïï»»ÕÕ  L --ÁÁ  ¨̈  M --ÁÁ      ááãã  ··ÍÍ³³ÛÛÇÇÝÝ  ¹¹ÇÇýý»»ññ»»ÝÝóóÇÇ³³ÉÉ  ûûåå»»ññ³³ïïááññÝÝ»»ññ  »»ÝÝ::  
²²åå³³óóááõõóóíí»»ÉÉ  ¿¿,,  ááññ  »»ÃÃ»»  L   ¨̈  M ûûåå»»ññ³³ïïááññÝÝ»»ññÁÁ  µµ³³íí³³ññ³³ññááõõÙÙ  »»ÝÝ  ááññááßß  

åå³³ÛÛÙÙ³³ÝÝÝÝ»»ññÇÇ,,  ³³åå³³  ³³ÛÛëë  ËËÝÝ¹¹ññÇÇ  ÑÑ³³ÙÙ³³ññ  ¶¶³³ÉÉÛÛááññÏÏÇÇÝÝÇÇ  ÑÑ³³íí³³ëë³³ññááõõÙÙÝÝ»»ññÇÇ  ÉÉááõõ--
ÍÍááõõÙÙÝÝ»»ññááíí  ÏÏ³³ééááõõóóíí³³ÍÍ  ÑÑ³³ççááññ¹¹³³ÏÏ³³ÝÝááõõÃÃÛÛááõõÝÝÁÁ  ½½ááõõ··³³ÙÙÇÇïïááõõÙÙ  ¿¿  ³³ÛÛ¹¹  ËËÝÝ¹¹ññÇÇ  ÃÃááõõÛÛÉÉ  
ÉÉááõõÍÍÙÙ³³ÝÝÁÁ::  
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RR..  LLOOTTFFIIKKAARR  
  

MMEETTHHOODD    OOFF    GGAALLYYOORRKKIINN    FFOORR    NNOONNLLIINNEEAARR    SSOOBBOOLLEEVV    TTYYPPEE  
EEQQUUAATTIIOONNSS  

  
SS uu mm mm aa rr yy   

  
IInn  tthhiiss  ppaappeerr    tthhee  ffoolllloowwiinngg  iinniittiiaall  bboouunnddaarryy  vvaalluuee  pprroobblleemm  iiss  ccoonnssiiddeerreedd::  
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L   aanndd  M   aarree  nnoonnlliinneeaarr  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorrss..  
IItt  iiss  pprroovveedd  tthhaatt  iiff  L   aanndd  M   ssaattiissffyy  ttoo  ssoommee  ccoonnddiittiioonnss,,  tthheenn  tthhee  sseeqquueennccee  

ccoonnssttrruucctteedd  bbyy  ssoolluuttiioonnss  ooff  GGaallyyoorrkkiinn’’ss  eeqquuaattiioonnss  ffoorr  tthhiiss  pprroobblleemm  iiss  ccoonnvveerrggeennccee  
ttoo  tthhee  wweeeekk  ssoolluuttiioonn  ooff  tthhee  pprroobblleemm..  

  
  
  
  
  
  


