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В данной статье доказывается, что сплетенная бирешетка, одна из опера-
ций которой обладает единицей, изоморфна суперпроизведению двух реше-
ток. 

 
В работе более простыми методами доказывается один из результатов 

статьи  [1].    
Определение 1. Пусть 1( ; , )L    и 2( ; , )L    – решетки. Суперпроиз-

ведением     данных решеток называется алгебра        

                                  1 2; , , , , , , , ,
I II

L L
 
         
 
 

 
                            (*) 

в которой все четыре операции действуют на множестве 1 2L L  покомпо-
нентно [2]. 

Из определения видно, что суперпроизведение – это алгебра с двумя 
структурами решеток. Следовательно, на суперпроизведении имеются два 
отношения порядка. Выясним, как они задаются. 

Порядок на решетках 1( ; , )L    и 2( ; , )L    будем обозначать через 1  
и 2  соответственно. 

Рассмотрим их суперпроизведение, т.е. алгебру (*).  
Пусть   1 2 1 2( , ) ( , )Ix x y y , тогда 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) , ( , ) ( , ) ( , )x x y y x y x y x x        
                                 1 2 1 2( , ) ( , )Ix x y y  1 1Ix y  & 2 2 2x y .                            (1) 

Пусть   1 2 1 2( , ) ( , )IIx x y y ,  тогда 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) , ( , ) ( , ) ( , )x x y y x y x y x x        
                                1 2 1 2( , ) ( , )IIx x y y    1 1Ix y  & 2 2 2y x .                          (2) 

Рассмотрим алгебру ( ; , , , )L      с двумя структурами решетки: ( ; , )L  , 
( ; , )L   . Отношения порядка на них задаются соответственно следующим образом: 

xyxyx  ;          xyxyx  . 
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Определение 2. Алгебра ( ; , , , )L      с четырьмя бинарными опера-
циями называется бирешеткой, если ( ; , )L    и ( ; , )L     есть решетки. 

Определение 3. Бирешетка называется сплетенной, если все четыре 
операции сохраняют оба отношения порядка, т.е.,   

если ba   и ,dc  то dbca    &  a c b d   ; 
если   ba   и ,dc  то dbca    &  dbca   . 

Бирешетка будет сплетенной тогда и только тогда, когда в ней 
выполняется следующее сверхтождество [2]: 
                                   ( ( ( , ), ), ( , )) ( ( , ), )X Y X x y z Y y z Y X x y z ,                          (**) 
где X,Y   ,,, , x,y,z L . 

Действительно. Покажем, например, что из условия 
zyzxyx    следует тождество [( ) ] ( ) ( )x y z y z x y z        

и, наоборот. 
( )  Пусть yx  , тогда  xyx  . В этом случае получаем  

( ) ( ) [( ) ] ( ) ( )x z y z x y z y z x y z x z             . 
Следовательно, zyzx   . 

( ) Знаем, что xyx  , тогда ( )x y z y z    . Таким образом, 
[( ) ] ( ) ( )x y z y z x y z       . 

Остальные эквивалентности доказываются аналогично. 
 Предположим, что операция   обладает единицей e , т.е. 

xexLxLe  . 
Лемма 1. Пусть ( ; , , , )L      – сплетенная бирешетка, тогда для любо-

го Lx  имеем exx   и exx  . 
Доказательство непосредственно следует из определения бирешетки. 

Т.к. xx   и ex  , то exxxx    и exxxx   .      ■ 
Лемма 2. Пусть ( ; , , , )L      – сплетенная бирешетка, тогда для любо-

го x L   имеем  ( ) ( )x e x e x    .    
Доказательство. Имеем, что xex  , поэтому, согласно определе-

нию сплетенной бирешетки, получаем ( ) ( ) ( )x e x e x x e x       . С 
другой стороны, exx  , поэтому ( ) ( ) ( )x x x e x e x e       . 
Таким образом, получаем, что ( ) ( )x x e x e x      , т.е. 
( ) ( )x e x e x    .     ■ 

Т ео р е ма .  Пусть ( ; , , , )L      – сплетенная бирешетка, а операция   
обладает единицей e . Тогда бирешетка ( ; , , , )L      изоморфна суперпроиз-
ведению двух решеток.     

Доказательство. Пусть  ,| LaeaА    .| LaeaB   Пока-
жем, что эти множества являются решетками относительно операций  и .  
Для этого покажем их замкнутость относительно операций  и  . 

Aebea  ,   имеем ( ) ( ) ( )a e b e a b e A       . 
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Т.к. eea   и eeb  , то ( ) ( )a e b e e    , значит, 
( ) ( ) [( ) ( )] .a e b e a e b e e A          

Пусть Bebea  , , тогда  ( ) ( ) ( ) .a e b e a b e B         
Т.к. eae   и ebe  , то ( ) ( )e a e b e   , значит, 

( ) ( ) [( ) ( )] .a e b e a e b e e B          
Теперь покажем, что имеют место следующие эквивалентности: 
                                          , ,x y A x y x y                                              (3) 
                                        ., xyyxByx                                       (4) 
Вначале докажем (3).  Т.к. Ayx , , то   eax  ,  eby  . 

( )  Покажем, что если ebea   , то .ebea     
Из  ebea    следует, что 

                                          ( ) ( ) .a e a e b e a b e                                    (5) 
Покажем, что ebeba   . Преобразуем выражение :eba   a b e    

( ) (( ) )b a e b a e e       ,тогда[ ] ( )a b e b e     [ (( ) )] ( )b a e e b e     . 
Согласно сверхтождеству (**), получаем, что [ (( ) )] ( )b a e e b e     = 
=[ (( ) )]b a e e   = eba  . А это означает, что 
                                                   ebeba   .                                            (6) 
Tаким oбразом, из (5) и (6) получаем искомое неравенство .ebea    

( )  Покажем, что если ebea   , то ebea   .  
Из определения сплетенной бирешетки получаем, что из 

ebea    следует ebaea   . Покажем, что имеет место также 
и обратное неравенство, т.е. eaeba   . Действительно, так как 

[( ) ]a b e a b e e      , то 
( ) ( )a b e a e    =[ [( ) ]] ( )a b e e a e     . 

Согласно сверхтождеству (**) имеем 
[( ) ] ( ) ( ) ( )a b e e a e a b e a e          , 

поэтому ( ) ( )a b e a b e a e       , т.е. *a b e a e    . Таким образом, 
eaeba  . Далее, ( ) ( )a e b e a b e a e        , следовательно, 

ebea   . 
Перейдем к доказательству (4).  Т.к. Byx , , то ebyeax  , . 
( )  Покажем, что если ebea   , то  eaeb   . 
Из  ebea    следует, что 

                                        ( ) ( )a e a e b e a b e        .                             (7) 
Проверим, что eaeba   . Преобразуем выражение eba  : 

 eba ( ) (( ) )a b e a b e e      , тогда [ ] ( )a b e a e       
[ (( ) )] ( )a b e e a e      .   Согласно   сверхтождеству   (**)   получаем,  что 

[ (( ) )] ( )a b e e a e     (( ) )a b e e    eba  . А  это  означает,  что  
                                                   eaeba   .                                            (8) 
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Tаким oбразом, из (7) и (8) получаем искомое неравенство eaeb   . 
( )  Покажем, что если eaeb   ,  то  ebea   . 
По определению 3  из   eaeb     следует  ebaeb   .  
Теперь покажем, что имеет место также и обратное неравенство, т.е. 

ebeba   . Действительно, т.к. [( ) ]a b e b a e e      , то 
( ) ( ) [ [( ) ]] ( )a b e b e b a e e b e          . 

Согласно сверхтождеству (**) имеем [( ) ] [ [( ) ]] ( )b a e e b a e e b e         . 
Следовательно, получаем требуемое неравенство: ebeba   .  Таким 
образом, ebeba  . 

С другой стороны, ( ) ( )a e b e a b e b e        , поэтому 
ebea   .  

Определим отображение   следующим образом: 

                                                     ( , )x x e x e

   .                                              (9) 

Докажем, что это отображение будет изоморфизмом решетки L  на 
суперпроизведение решеток A и B . 

а)  Инъективность. 
( ) ( ) ( , ) ( , )x y x e x e y e y e         eyex   & eyex   

  ( ) ( ) ( ) ( )x e x e y e y e       . 
Согласно лемме 2 получаем ( ) ( )x e x e x    , ( ) ( )y e y e y    . Следова-
тельно, yx  .   

б)  Сюръективность.  
Допустим, что ( , )a e b e A B    . Пусть ( ) ( )t a e b e    , тогда 

( ) ( , )t t e t e    . Рассмотрим элементы et   и et  . Имеем 
( ) ( )t a e b e a e       и ( ) ( )t a e b e b e      , поэтому согласно 

определению 2 
                                          еаet    и ebet   .                              (10) 
Т.к. ebe  , то ( ) ( ) ( )a e a e e a e b e        , т.e. .etea    
Поскольку et   и ea A , то согласно (3)  
                                       ea  et       ea    et  .                        (11) 
Аналогично  eea  ,   поэтому  ( ) ( ) ( )a e b e e b e b e        ,   т.е.  

ebet   .  Поскольку  et   и ea B ,  то  согласно  (4)   
                                       etebebet   .                              (12) 
Т.е. из (10), (11) и (12) получаем, что eaet  , а ebet  . 
Таким образом, имеем, что ( , )a e b e A B      Lt такое, что 

( ) ( , )t a e b e    .  Тем самым доказана сюръективность отображения. 
в)  Гомоморфность. 
Для доказательства гомоморфности надо показать, что 

                                                 ( ) ( )Ia b a b    ,                                       (13) 
                                                 ( ) ( )IIa b a b    .                                       (14) 
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Покажем (13). 
( )  Из ba   по определению 3 следует, что ebea    & 

ebea   , т.е. ebea A   & ebea B  , поэтому согласно (1) 
получаем ( ) ( , ) ( , ) ( )Ia a e a e b e b e b        . 

( )  Если ( ) ( )Iа b  , то по (9) ( , ) ( , )Iа е а е b e b e     , тогда со-
гласно (1) ebea А   & ebea B  , откуда следует, что ebea    & 

ebea   , и по определению 3 получаем, что ( ) ( ) ( ) ( )a e a e b e b e       . 
Отсюда по лемме 2 получаем то, что и требовалось, т.е. ba  . 

Теперь перейдем к доказательству (14). 
( )   Из ba   по определению 3 следует, что ebea    & 

ebea   , откуда по (3) и (4) получаем ebea    & 
eaeb   .  Следовательно, ebea A   & eaeb B  . Т.e. по 

(2)  получаем, что ( ) ( , ) ( , ) ( )IIa a e a e b e b e b        . 
( )  Если ( ) ( )IIа b  , то по (9) ( , ) ( , )IIа е а е b e b e     , тогда 

согласно (2) ebea A   & eaeb B  , следовательно, ebea    
& eaeb   . Тогда по (3) и (4) получаем, что ebea    & 

ebea   , и по определению 3 имеем ( ) ( ) ( ) ( )a e a e b e b e       . 
Отсюда по лемме 2 получаем то, что и требовалось, а именно: ba  .      ■  
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INTERLACED  BILATTICES 

 
S u mma r y  

 

In the present paper we have proved, that interlaced bilattices, one of the ope-
rations of which has identity element, is isomorphic to superproduct of two lattices. 


